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85 r r e b e- 



S)a9 toaij\tnbt ©ebttrfni^ unferer @d)uleu ift mir ein erfrmlidier 
?fnlaf getrefen, meinem in mehreren Sfuflagen bereits verbreiteten 
ge^rbut^e ber gIementar:=9Jiat^ematit einen britten Sanb nachfolgen 
iju laffen, njeld^er biefcm Sebürfniffe entgegenjufommen befKmmt 
fein foff. 35iefer britte Sanb irirb, gleic^ tüie jeber ber beiben erflen, 
mieber au8 jtüei getrennten Sfbtfjeilungen bepeljen, t>on benen bie 
i?orIiegenbe erpe bie Sfnal^fiS entölt, bie bemnäd^ft erfc^einenbe 
jmeite aber bie SfnfangSgrünbe ber anal^tifclien ©eometrie, unb jtuar 
^auptfäd^Iid) eine elementare 83e^anblung ber ^egelfd^nitte bringen 
tt)irb. SBaa nun bie SfnaU;ji6 inSbefonbere betrifft, fo liegt e6 in 
ber 9latur ber @ac^e, ba^ man in einem ?8näjt ber Dorliegenben 
Sfrt.nid^tö anberea als eine fogenannte — ober fo ju nennenbe — 
@d^uI=SfnaI^ft8 ern^arten barf. 2Jtit anberen SBorten, c8 tam I;ier 
barauf an, folclie ^art^ieen ber Sfnal^jta auejurrä^Ien, njel^e bem 
©c^üIer ffiefd^äftigung geben unb beffen ©elbfltf;ätigteit 
Ijerauaforbern, bagegen alle biejenigen rein t^eoretif^en IBetrat^s: 
tungen, lüeld^e nid^t unmittelbar auf eine ?fntüenbung &inau9ge^en 
unb nur bem SDlat^ematifer tion 'Saä) angehören, t^eila in ben 
§intergrunb ju fiellen nnb t^eila ganj auajufc^eiben. STua biefem 
®runbe tuirb man bier in einigen S3ejie^ungen n^eniger, in anberen 
aber mef;r finben, ala in unferen njiffenfcfcaftliti^en Söerfen über 
2fnal^fta enthalten ju fein pftegt. 3n le^terer Sejie^ung nenne ic^ 
j. 83. bie Sombinationale^re, bie man fonjt I;äufig f(^on in ber 
nieberen Sfrit^metif abgeljanbelt fte^t, rrä[;renb fte ^ier erjt eigentlid^ 
gebraud^t toirb, fotuie bie Binfeajina:: unb 9tentenrec^nung, bie I;ier 
erft mit einem gerriffen ©rabe ber Srf^öpfung Uf)anbzlt totxbm 
fann. 5Hic^ta befio rreniger tfar ea baneben aber not^tüenbig, biefer 



VI 

@^uf:=Sfnal5ft6 juflleicli beu tiotteu E^arafter bcr SÖiffmft^aft ju 
trauten. 35ie8 ift meines (grad^tenS burt^ bie im §. 1 üoraiigefieffte 
S)€finition ber STnaUjftö gefd^eöen, tuelc^e bmä) baB ganje 83u^ 
tiorl;errf(^t unb beffen ©ang bejhmmt. 3n Solge biefer 35efinitton 
jerfällt bie Sfnal^ftö tion felbp in jtcei Steile, nämlic^ bie S^eorie 
ber reellen Ballen, treibe im erften Sfbf^nitte, unb bie S^eorie ber 
compleiren Baljlen, toüäjt im neunten §rbf(^nitte begrünbet rrirb, 
unb alle übrigen ^art^ieen bea 83u(i^e8 lel^nen ftc^, tüie e8 fdjeinen 
bürfte, auf eine naturgemäße unb DöHig ungejttjungene SBcife an 
biefe beiben STuSgangSpunfte. @o bietet — - um nur ©nS ju er:= 
wähnen — ber Eintritt ber trigonometrifi^en Sc^W^ i^^ ^i^ Sfnal^ftö 
ber fonfi fo unmotiüirt erfc^eint, gar ni^t8 grembarttgeS me^r 
fobalb man benfelben ate bebingt burc^ bie SJlatur ber complejren 
Ballen ertannt ^at. 

Ueber bie ©injel^eiten bemerfe iä) nur, baj^ ber SBa§rf(^einIi^feit8' 
rec^nung ^ier ein größerer 9laum, al8 fonft üblid^, gen^ibmet njorben 
ip, rueil bereu Se^ren gegentuärtig immer mel^r in baB tägliche geben 
einbringen unb bafelbp ©eltung ju gewinnen anfangen, bagegen 
bie ^Tuflöfung ber ^ö^eren ©leic^ungen eine merflidie Biufammen« 
jie^ung erfahren Ijat, o^ne barum jeboci^, roie iä) ^offe, einer ge:= 
tuiffen inneren ^Tbrunbung ju entbehren. "S^aQ SSerfa^ren jur Sfuf= 
löfung ber numerif(f)en ©leid^ungen, melt^eö man ^ier finbet, bürfte 
ft(^ gegenüber bem fonp übliclien bnxi) feine (ginfad^^eit empfehlen, 
ba e8 in nickte al6 einer confequenten Durchführung ber S3etrac^:= 
tung ber X)ifferenireil;en befielt. 3m Uebrigen möge bie Sfua== 
fü^rung für fu^ felber reben, unb empfehle ii baa 83uc^ einer 
lüo^llüoUenben S3eurt^eilung üon Seiten ber §erren SoHegen, weli^e 
baa ®Iü* Ijaben, in ber päbagogifi^en ^rajria ju fielen. 

§annot>er, im Dctober 1871. 
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Slnaltjft^^ 



©rfier 9f6fc^mtt- 
Slffgenieine ©arjlettunfl ber rcetten äfli^Itn. 



§. 1. 

§rf(Qrung. ®ie §(nat^fiö ijl berjenige Xf)nl bcr 
SCrit^metif , miijtx bie 2(u6bitbung ber fiepte üon ben 
trrationaten imb ben imaginären 3<^^tfti nebjl ben 
?fntt)enbun9en biefer fie^re jiim ©egenjlanbe ^at. 

I)ie 9fnaU;ftS ift bemna^ gerabeju bie ?Sfortfe^img ber nieberen 
S(rit[;metif (ober ^fritömetif im engeren ©inne) in fcaa ®ebiet bn 
irrationalen unb ber imaginären 3a[;len. J)er (Smnb, m^ijalb 
man fte t»on biefer festeren abjutrennen unb burtf) eine befonbere 
^Benennung auSjujeic^nen j^fTegt, liegt fjauptfatfjlic^ barin, ba^ in 
itjr mefentlid^ neue SJlettjoben jur Sfntüenbung tommen, mläjt burd) 
bie allgemeinere ?fuffajfung beS 3at;tenbegrip bebingt merben. 

§ier merben junäc^fl bie irrationalen Bataten betrachtet. Ueber 
bie imaginären 3öf}len f. b. IX. ?fbfcl)nitt. 

Sfnmerfung. '55ür bie ?fna[t)fi6 ftnb aurf} bie befonberen S3e:= 
nennungen niebere 9fnalt;fi8 ober algeblraif^e ?fnal^fi6 
im ©ebrauti^, inbem man jte tvit bie Ueberleitung jur tjötjerer 
Sfnal^fiö, worunter bie X)ifferentiaU unb Sntegralreci^ri f^n 
flanben mirb, anfielet. 



Hott itn 0reit;ett. 

§. 2. 

@rftarung. Unter einer ©renje üerfle^t man eine 
na^ttjeisbare beflintmte ^a% btx man na^ einem geiriffen 
©efefee immer nä^er, uu& iwax fo na^e tt)ie man tt?ill, 
fommen fann, o^ne fie \tboä) genau ju erreid^en. 

!S)ie fucceffiDen Söert^e, wet^e ber ©renje attmätig nä^er 
fommen, mxbtn bie 9flä^erung3tt?ert^e berfetben genannt 

fBeifpiete l^ierjii bietet fd^on bie niebere Sfrittjtnetif, obmo^I ba^ 
fetbfl ber ©egriff ber ©renje nid^t tiblid^ if^. 

1) 3)ie SJertüanbUmg beS Jßniti^S | in einen S)ecinialbrud^ giebt 
befanntttd^ 0,333 . . . ©etrad^tet man nun bie Steige ber SBert^e 

0,3 0,33 0,333 .... 
fo fietjt man fofort, ba^ biefe SBertl^e ben fBru^ \ ju i^rer ©renje 
l^aben. "S^mn t)on bzn fjier aufgefüf^rten 5yiät)enmg8!t)ert^en »ei^t 
ber erjie um weniger ate 0,1, ber jmeite um meniger afö 0,01, ber 
britte um meniger als 0,001 it. Don bem SSnit^e {• ai, fo ba^ • 
man bur^ ^inreid^enbe gortfefeung in biefer 3teif;e bem 33nid^e i 
fo naf)z fommen fann irie man miff, b. [;. näfjer al8 irgenb eine 
angebbare 3a^I. 

2) 3)ie Sfu8jiet;ung ber SHimbratiDurjel auö 5 liefert auf bem 

gewb^nlid^en SBege 2,236 . . . S3etra^tft man alfo bie Steige ber 

SBerttje 

2 2,2 2,23 2,236 

fo fteljt man irie t>or§in, ba^ biefe SBert^e, als SHä^erungömert^e, 

bie 3a£|t V^ ju iljrer ©renje l^aben. "^mn biefe 3a^I |/T iji 

eben fowol)! mie üorl^in ber S^ru^ {• eine nad^itieisbare bejKmmte 

3cil)l in ber continuirli^en Bal^Ienlinie, ju weiter man ft^ ^ier 

bie urfpriinglii^e 3al;lenrei§e ber Sfrit^metif ertt>eitert benfen mu^ 

(f. ?fritrjm. § 191). ^: 

SfuS biefen beiben SSeifpielen, tt>etd^e bem Sled^nen mit befabifc^en ■ 

3a]^Ien entnommen fmb, lä^t fid^ fi^on er!ennen, ba^ eine ©renje 

eben fowol^t rational afö irrational fein fann. 35ie ©renje 

ip bemna^ eine geeignete Sorm, um bie rationalen unb bie irratio* 

nalen 3a[;len, b.lj. alfo überl^aupt bie reelten 3a[;ten, unter eine 



Grfirr $(bfd;nttt. 5 

flemeinfd;afttid)e IBrfjanblung jufammeiijufaffcn, unb bilbct bcötjafb 
l^ier bcn näc^jlcn §auptgegenjianb ber SSetrac^tuug. 

@in IBeifpiel, mclc^cö Don bem befabifdjen 3rt^tcnft;jieme xmab^ 
gängig ifi, ijl baa folgenbe: 

3) 9Jlan betrachte bic 9lei[;e ber SBertbe 

> J. J. A 

a" 3 4 5 . . . • 

meiere aus bcm allgemeinen Wuöbrutfe 

n -|- 1 

baburd) ^ert>orgel;en, ba^ man für n nac^ unb t\ac^ bie 3al^Ien 0, ' 
1, 2, 3 . . . an bie ©tette fefct 35iefe SBert^e tjaben offenbar, afö 
Slä^erungöirert^e, ju it;rer ©renje bie ScAjl I5 benn ber gebatikte 

allgemeine ?fuöbrudf beö 9lät;erungatüert^8 weicht t>on 

1 

ber 3öbl 1 nur um btn S3etrag ^ . «^ ab, toet^er, wenn n ^in^^ 

reid^enb gro^ genommen irirb, auf jeben beliebigen ®rab üon Älein^ 
l^eit gebrad^t lüerben fann. 

§.3. 

^tSruitg. ©lue ®renje tt?irb bejetc^net, tnbem man 
htm allgemeinen Stuöbrucfe t^reö 9flä^erung3tt?ert^6 bie 
(Sitbe liin üorfefet. 

@8 fei Sn ber allgemeine 2fu8bruef eineS S^äl;erung9mertl)6, melier, 
inbem man barin für btn allgemeinen Snbej: n naä) unb na^ bie 
befonberen SBert^e 0, 1, 2, 3 . . . an bie ©teile fefet, bie fuccefpüen 
Jlä^erungSmert^e liefert 

Oq jdj[ 1^2 '^3 • • • • 

35ie ©renje biefer SBert^e für madifenbe S35ertl;e Don n toirb fobann 

bejeidfinet bxxxtt) 

lim S^. 

J)iefe IBejeid^nung fe^t Dorau6, bap ber allgemeine Sfu8bruef beö 

9lä^erung8tt)ert^6 ber ®renje gegeben fei. ©ie fann bemnad) in 

btn beiben erjlen 83eif|3ieten beö Dorigen ^aragraptjen nitfjt angetranbt 

merbenj in bem britten S3eifpiele bagegen fann man ba^ bort 

gefunbene Stefultat au8brüefen burt^ bie ®leid)ung 

,. n + 1 . 

3)ie ©itbe lim ijl bie Wbfürjung beS SBorta limes, ©renje. 



?[umerfuuö 1. 35ie Sejeit^uung lim S„ ifl nur julclffig, fo 
lange S^ mirfßd^ btn affgemeinen SfuSbrutf bea ?lät}erung6mert[;e8 
einer ©reuje bebeutetj benn im . entgegengefe^ten ??atte finbet ber 
begriff, einer Orenje nic^t patt. ®o ftefft j. 35. ber 9fu8bni(f 

lim (a*^) 
nur bann eine ©renjc bar, itienn a < 1 ifl, unb ]Wax Ijat man 
in biefem ?5alle [ofort 

lim (a'*) = 0. 
"S^mn mit.mac^fenbem n trirb ä^ abnetjmen unb biä auf jeben belie^ 
bigen ®rab t>on £(eint;eit l;inaOftnfen. 3)agegen für a = 1 ifl 
jener Wuöbrudf nid)t8 als eine umfti^riebene SSejeidbnung ber Saijl 1 . 
gür ö = — 1 ijl er unbefHmmt unb fd^wanft jmifc^en ben beiben 
SBertf)en + 1 unb — 1. gnblirf) für a > 1 itirb a"" mit md)^ 
fenbem n jebe mä) fo große 3af;I überfteigen, unb mitfiin ftcfft ber 
Sfu6bnidC in biefem gaffe eine unenblid^ große 3cd]l bar. 3n aUtn 
biefen gaffen ifl bie ßrflärung §. 2 nic^t antüenbbar. 

Sfnmerfung 2. (Se^t man n = ;^, fo tt)irb einem unenb^ 
li^en SBac^fen \)on n ein unenbüd^ea 2fbnet;men oon a entfpred^en. 
SDlan f)at atfo in biefem gaffe, flatt einer ©renje für lüac^fenbe 
SBert^e t>on n, eine ®renje für abne^menbe 5Iöertf;e üon a. SBon 
biefer Sfuffaffung einer ©renje, bie Ijitx vorläufig nur eriDät^nt 
merben mag, mirb unten gteic^faffö ©ebrauc^ gemacht iDerben. 

§.4. 

SlttfgaBe. @ine tmbefannte ©renjc bur^ JRcc^nung ju 
finben 

?fuflöfung. 3)er einfac^fle nnb natürlid^pe Söeg, um eine 
unbefannte ©renje burc^ 9lec^nung ju finben, ergiebt fid^ cinQ ber 
©rflärung ber (Srenje im 5fffgemeinen loie folgt: 

SDtan ge^e \)on einem gelingen, burc^ bie Statur ber oorgefegten 
?fufgabe gegebenen Sßertbe Oq au9) abbire baju einen jtüeiten, 
glei^faffö au§ ber Slatur ber 9fufgabe l;erl)orget)enben SBertb «i^ 
baju ferner einen britten au8 ber 91atur ber ?fufgabc tjeroorgeljenben 
SBertt; Ö2 n. f. tu. unb fe^e biefea SBerfaljren unbegrenjt fort. 35ie 
^W^'ffiJ ^^^ f^ cntflel^ienben unenbfirfjen Sfteihe 
**** \, «0 + «1 + «2 + «3 . . . in infinitum 

tvivb bu ^^^^' ®""^' ^""- 
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35ie Sfrt, mie 5ie SBert^e äo, a„ a^ it. ju beflimmen fmb, mu^ 
im Sfffgemeincn ber befonbercn fflahir be8 gaKcö iiberfaffen btciben. 

SBeifpiel 1. @ö fei für madifenbc SBtrt^e t)on n bie ®renje 
ju fucfjen 

(f. SSeifpiel 3 in §. 2). SJtan ge^e, iiibem man juerjl n = fcfet, 
üon bem SBcrtfje | anS, abbirc baju ben ^Betrag | — | = Jjj 
baju ferner ben 83etrag f — | = 3!4> bajn ben Sietrag f — 1 
= 4?5 u. f. ». 3)ie gefachte ©renje h?irb fobann burdj bie (Summe 
ber unenbfit^en Steige bargef^efft werben 

T n + 1 1,1,1,1 . . f 

1»«" ;r+^ = 172 + 273 + 3-^ + 475 • • • *° >"f- 

ober man muß [;aben, ba in biefem Satte bie ©reuje bereits oben 
auf anberem SJBege gefunben morben ift, 

+ o— Q + Q— T + 7— K ... in inf. = 1. 



1. 2 ' 2. 3 ' 3. 4 ' 4. 5 

83eif|3ie[ 2. SBenn man eine JReibe oon 3at;ten 

a, b, Cy df ßf 2C. 
bilbet, Don btxxtn bie ^beiben) erflepi tüittfiirlic^ angenommen toerben, 
jebe folgenbe aber gleid^ bem aritbmctifc^en SUtittet ber beiben if;r 
Dor^ergeljenben ift, b. l). 

fo fann man bie ©renjt, ber biefc 3af;fen fucceffioe näfier fommen, 
finben tüie folgt. SDtan fe^e 6 = a + a?, bann mirb 

X ^ X X 

e = a +^'— 2" + '4"""8^^* 

folglich bie gefud^te ©renje 

1 X . X X ' ' c , ' 

= a + a? — - + ^ — ^ + . . . m inf. f - 
b. i. nai^ §. 173 ber Sfritf;metit 

, 2 
= fl + 3 a:. 

Sfnbere S5eifpiele bieten atte uneiibKtfjcn S)ccimafbrüci^e, lüetc^e 
axx^ ber SJermanbfung gemö^ntic^er S5rü(f)c ober beim SBurjeU 
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auöjiel^en ^2c. mtfiel^m unb tvtlijt glcid^falla nid^ta anbtt^Q alö uits^ 
tnblxijt Steigen fmb. 

3n Solgt ber Dorfit^cnben Sfuflöfung erftfjeint ate ber einfad^flc 
xmb natürftc^fic Sfuöbrutf einjer ©rettjc bic ©umnie einer unenbs: 
Heiden Sleitje, unb eS ftnb bemnad^ bie ©renje unb bie (Summe 
einer unenblic^en Sleil^e correfl^onbirenbe 5ßegriffe, Don btmn ieber== 
jeit ber eine für bm anbem mu^ an bie ©teile gefefet tcerben fbnnen. 
ga foff inbeffen hiermit nic^t gefagt fein, ba^ eine ©renje immer 
not^menbig burd^ bie (Summe einer unenblitfjen Steige au6gebrüdft 
merben müjfe. J)enn tt^eilS lajfen fi^ fe^r l^äufig ©renjen o^nc 
eine fold^e l^ülfaform ermittetn (tüie oben, mnn ber allgemeine 9fuö== 
bruef itjrea 5Rä^eningatt?ert[)a unmittelbar vorliegt), t^eila giebt eS 
au^ no(^ anbere ^ülfaformen, üerft^ieben t)on ber (Summe einer 
unenblic^en Sleitje (5. 83. bm unenblic^en Ä^ettenbrut^, f. b. VIII. Sfb- 
fd^nitt), toetd^e jur J)ar|leffung t>on ©renjen geeignet flnb. S)ieö 
bleibt Jeboc^ F)ier DorWufig ba^ingejlefft. 

§.5. 

3ufa^. üDie (Summe einer unenbtid^en dtti1)t ift jebers: 
jeit gteid^ ber ©renje ber (Summe i^rer erften n (Stieber, 
biefe ©renje für tüad^fenbe SBert^e üon n genommen. 

Dber trenn man baa allgemeine ®fieb ber Steige Oo, «i, «2, «s 
... mit a„ bejeic^net, fo ift immer 

Oo + «1 + Ö3 + «3 • • • in inf' = lira («0 + «1 + «a . . . + fl„_i) 
biefe ©renje für tcad^fenbe SBert^e t>on n genommen. 

X)iea ergiebt fi^ fogleic^ au8 bem ®ange ber vorigen Slec^nung. 
X)enn bie fuccefjtoen 9lä§enmgairert^e biefer ©renje pnb 

«0 

flo + «1 

«0 + fll + «2 

«0 + ßj + - Ö2 + ö$ U. f. tV.- 

unb mitl)in fann ber affgemeine SfuabrudC i^rea S^äl^erungairert^a 
bargefiettt lüerben burc^ 

«0 + «1 + «1 . . . + «n-i/ 

moraua baa Obige unmittelbar folgt. 
SSejeid^net man bie ©umme einer unenbtid^en Steige mit S unb 



We ©umme i^rer erjUii n ©lieber mit S^, fo fann man fiatt ber 
obigen ©leitfeunf^ aud^ fi^reiben 

S = lim 5f„. 
3n bem S3eif|3iele 1 beS Dorigen ^axaQxap^tn hat man 
_ w + i _ « _ 1 

^''~n + 2'~'n+i~(n + 1) (n + 2J 

ölfo 

172 + + •••""*"f• = "'"(T7^ + 273 + 0-- + ;r(7r^^ 

9m iev Conurrgrn; un]^ ültorrom; ber Slftl|ett. 

§.6. 

Srftäruitg. @lne unenbtic^e Steige irirb eine conüer:^ 
Qtrenbe fftti^t genannt, trenn bie ©umme ii^rer n erflen 
©lieber für tpac^fcnbe SCBert^e t)on n eine ©renje ^at* 

®ie tt)irb bagegen eine biüergirenbe Steige genannt, 
ipenn eine ©renje ber ©umme i^rer n erflen ©lieber für 
tt)acbfenbe SBert^e t?on n nidjt ejriftirt. 

3ur 6ont>ergeuj ber imeublid^eu 9leif)e 

öo + «1 + «2 + «3 . . . in inf. 

tfl alfo erforberlid^, ba^ bie ©renje (§. 5) 

'-J-1 lim («0 + «1 + «1 + «n-O 

ober ttirjer bie ©renje 

lim S^ 
für mad^fenbe SCBert^e Don n epifKrt, unb biefe ®renje ijl fobann 
bie ©umme ber in Siebe jletjenben unenbti^en Steige. 3m entgegen^ 
gefegten SaHe ijl bie Sleitje biDergirenb unb bat feine ©umme. 
3.58. bie gleite (§f4:i^ i^ 



+ ö— ö + Q— I + r-T in inf- 



1.2 ' 2.3 • 3.4 ' 4.5 

ijl eine cont>ergirenbe Sleifje. 3)enn bie ©umme ber n erfreu ©lieber 
biefer 9leil;e ober S„ beträgt — ^— r, unb für mac^fenbc n hat man 

lim ^ I ^ = 1. 3)iefer SBertt; ifl bie ©umme ber Sleitje. 

dagegen bie Steige ber ungeraben 3ii^ten 

1 +3 + 5 + 7 in inf. 
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ijl eine bit»ergiren5e Steige. 35enn bie ©umrne ber n erjlen ©lieber 
biefer Sleitje ober S^ beträgt n*, unb eine ©renje lim (n*) fttr 
wac^fenbe SBert^e Don n epftirt nid^t. ?[Ifo [jat biefe Steige anä) 
feine ©nmme. 

SJlan fielet [;ierau9, ba^ nur conüergirenbe Steigen btn ©egenftanb 
ber SSetrad^tnngen ber 9fnaft;fi8 bifben fbnnen, biüergirenbe Steiften 
bagegen bebeutnngStoS jinb. 

^xii) folgt au8 biefen fBeifpielen, wie einfach bie @ntfdE|eibung 
über 6ont>ergenj ober 3)iüergenj einer Steige a«8fättt, fobatb bie 
©umme i^rer n erften ©lieber in einem gefd^loffenen Sfuöbrude 
vorliegt. SBo bieS nic^t ber ?5aII ijl, bebnrf eS anberer §ülf8mittet. 

§.7. 

dufa^. ®inc Steige ijl gteid^fatle eine conüergtrenbe 
Steige, tt)enn bie ©iimme aller i^rer ©tieber, üom wtcn 
©tiebe an geregnet, für irac^fenbe SBertt;e üon n bie ©renje 
Sftutt ^at} unb jle ijl eine bit^ergirenbe Steige im entgegen? 
gefegten ^atte. 

Ober bie ßonüergenj ber unenblid^en Steige 

ö^o + ^'i + «2 + Ö3 . . . . in inf. 
mirb gleic^fatta flattfinben, h?enn für wac^fenbe Söert^e Don n bie 
S3ebingung erfüllt ifi 

lim (rt^ + a„ + 1 + a„ + 3 . . . in inf.) = 0. 

3m entgegengcfe^ten Satte mirb bie 9lei[je biüergiren. 

S)enn ttienn man bie in 9lebe jletjenbe unenbfic^e 9ieil)e 
S = Uq + Ui + «2 + ^3 • • • in inf. 
in bie beiben Streite jerlegt ^ 

'S« = flo + «1 + «a . . . + ö„ _ 1 

^n = <3{„ + fln + 1 + «n + 2 . . . in inf., 
fo 6at man 

unb au8 biefer ©teic^ung get}t unmittelbar ^erDor, ba^ h?enn 
lim T„ = ij!, lim S^ = S fein lüirb, toa^ ber S3ebingung bea 
Dorigen ^aragraj^f^en entfpri^t. 

35er t;ier mit T„ bejeidjnete SSertt) tt>irb auc^ ber 3teft ber Sleilje 
genannt, unb man fann affo auc^ fagen: ®ine Slei^e conüergirt, 



) 
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tüenn i^r 9le|l für maijfeube n bic (Srcuje 9tull l)at, nnb fie bit)er= 
flirt im entgegengefcfeteu Sallc. 

?fnmerfung. 9fu8 ber Scbingung lim T„ = folgt mit 
Slotl^tümbigfeit lim «„ = 0, b. tj. in jcber cottDergirenben 3teil)e 
tocrben bie ©lieber mit tcac^fenbem n o^ne ©renjen Heiner merben. 
Sfber ni(!^t umgefefjrt barf man auS biefer legten ©igenfdjaft allein 
mif bie Sonoergenj ber 9lei[;e fd^ließen (f. b. Steige §. 9). 

§. a 
Sfl^rfa^. iS)ie geomctrif^e Steige 

1 + q + q"^ + q^ , , . . in int 

tontjergirt, tpenn i^r Cluoticnt q f leinet atö (SinS ifl, 
nnb fie bit?ergirt im entgegengefefeten %atit. 

SSemeiS. 3)ie (Summe ber n erflen ©lieber biefer 9lei[;e ijl 

S^ = l + q + q' + q' .... + q^-' 

unb ans ber Sfritf;metif ijl Defannt, hc\^ man biefe Summe burc^ 
bzn gefdjtojfenen Sfuabrndf barfleHen fann 

K — 1 ~ f 

Stimmt man nun 1) ^<C ^ fo ^'^^ ?^ ^^^ ^"W9^ ^on n ab= 
gängige ®Iieb biefeS ?fuöbruefa, mit n)ad)fenbem n o^ne ©renjen 
abnehmen ober lim (9") = fein 5 affo l;at man für mac^fenbe n 

lim 5„ = -. 

" 1 — q 

t). ^. bie Steige conDergirt (§. 6) unb bie ®umme berfetben tüirb 

1 
burc^ j— — - bargef^ettt. ^an t»ergteid^e Sfrit^m. §. 173. 

Stimmt man 2) y = 1, fo geljt ber gefd^foffene 2fu6bruef für 
S^ in % über, bleibt alfo unbejlimmt. 3n biefem Satte jiefft aber 
bie Jfteitje felbf^ bie Summe einer unenblid^en SJtenge üou ßinen 
bar. (56 giebt alfo für ma^fenbe n feine ©renje lim S^, b. i). bie 
Steibe biüergirt. 

Stimmt man 3) 7 > 1, fo mirb q"" mit lüatljfenbem n in8 Un= 
enbtidje matljfen, folglich and) S^ unenblid) gro^ werben. 68 ifl 
alfo ebenfatta feine ©renje lim S„ Dorljanben, b. ^. bie 9leil;e 
bioergirt. 
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§. 9. 

Sei^rfa^. ®ie ^atmonifd^c Steige 

1 + i + i + i »n ii^f-r 

beten aögemetneö ©lieb a^ = ^ , ^ ift, ift eine bibets^ 

girenbe 3flei^e. 

5ßetüci6. SJlan bctratfjte ben JRefi ber Steige 

1 1 1 

T« = — \ — 7 H i — ?; + — i — ö ... in inf. 

"■ «-f-l'n + ^w + 3 

unb jerlcge benfelben in folgenbe S^^eile 

^»»""fi + l +n + 2 +•••211 
+ _L_ + _L_+ ^ 



2n + l ' 2n + 2 ' •••4n 

I ^ I ' I i 



4n + l ' 4n + 2 ' •••8n 
+ .... in iuf. 
Offenbar befielet in ber Ijier gefd)riebenen gorni bie erjle 9tei[;e 
aus n ©liebem, Doii benen jebea mit Sfu6na^me beä festen > 2^ 

unb nur baa le^te = ^^ ift, affo bie ©umnie berfetben > |. 

©beufo befielet bie jtoeite W\{)t auS 2 n ©liebern, Don benen jebeS 

1 1 

mit Sfuana^me bea legten > j-jj \mb nur baa le^te = j-^ ifJ, 

alfo bie (Summe berfetben gleic^falla > -1. Serner befte^t bie britte 
Steige aua 4 n ©liebern, Don hzmw jebea mit WuSna^me bea legten 

> 8~n ^"^^ ^^^^ ^^^ ^^^^^ ^^ 8~n *^' ^^^^ ^^^ ®umme berfelben 
mieberum > |. Unb fo fort. 9Jtan hat alfo 

^n > i + i + i . . . . in inf. 
b. t). eine ©renje lim T„ erifHrt nidjt unb bie Dorgelegte Steige ijl 
waij §. 7 eine biDergirenbe Steige. 

ajlan Derglei(f)e §. 7 ?fnm., inbem ^ier offenbar bie SSebingung 
lim fl„ = für irac^fenbe n erfi'ittt ift. 
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§. 10. 

&f|rfa|. ©ine Bleibe, bereu ©lieber o^ne ©renjen aU 
nehmen unb bereu SSorjeic^en abtt)e(!^fetu, ifl eine cont)er:= 
girenbe Steige* 

35 eh) eis. Die Steige fei 

flo — ^i ~l" öl — «3 .... in inf. 
in welker mein für tüai^fenbe n f)at lim a^ = 0. 

SJtan betrachte bm JRef^ ber Steige, T«, wobei man ju unter^^ 
f^eiben ^at, ob n eine gerabe ober ungerabe Safjl ift. 3m erjlen 
Satte ijl 

^n = ^n — «n + l + ^«4-» — ^n + 3 • • • i" iof- 

tt)oraua fotgt 

b. i. r„ < fl„ 

«nb 

b. i. T„ > a„ —- a„^i. 

8äßt man mm n o^ne 9fuf^ören mac^fen, fo i|l lim a„ = 
unb folgli^ aut^ lim fl^^.i = 0. 6S tüerben alfo beibe 9lac^bar^ 
tt)ert^e, jtoifi^en benen l)iemad^ T^ enthalten ifl, o^ne Sfuf^ören 
näl^er an Slutt fommen, alfo muß aiidj lim T« = fein. 

3m jttjeiten gatte Ijai man 

^« = — «n + «n+l — «n + a + «„^.3 . . . lü iof. 

njorauS irie oben folgt 

unb 7; < — fl„ + fl„+i 

unb hieraus erhält man burc^ benfetben @tl)luß tüie t>or^in 
lim T^ = 0. 
@S ijl alfo nac^ §. 7 bie Sleitje eine conüergirenbe 9lei^e. 

aSeifpiel. SHJä^renb nac^ §. 9 bie 3teit)e 

1 + T + i + i + i . • • in inf- 

bitergirt, ijl biefetbe Steige, mit abtüe(i)felnben SJorjeic^en genommen, 

ba6 ^eißt 

1 - i + i - i + i . . . in inf. 

nac^ bem üorfle^enben ße^rfa^e eine conüergirenbe ^eit|e. 
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§. 11. 

Sel)rfa^. SBenn in ber Steige 

flo + «1 + «2 + fls . . . . in inf. 

5er Cluotient ^^ für tt?a^fenbe SBert^e t?on ti eine ©renje 
^at, fo ifl bie Steige contjergirenb, fo oft (abgefe^en üom 
aSorjeic^en) lim ~^ < 1 ifl) bagegen bit^ergirenb, fo oft 

lim ^' > 1 ifl. 



83etüeia. 1) 66 fei lim ^^^^ < 1. X^a man-, bem begriffe 

einer ®renje gemäß, ber ©renje naä) unb nac^ muß fo xxaljt f ommen 
föiineu trie man toiH, fo irirb fxij ein beftimmteS ®Iieb ber Steige, 

a„, angeben laffen, oon toetc^em anfangenb alle Quotienten 

« 

^n+l %-}-a ^n+3 

Meiner ala @in8 fmb. 69 fei y irgenb ein cic^ter 83rud), größer 
al^ jeber biefer Quotienten. S)ann ifl alfo 

morauS bur^ SJluItipfication weiter folgt 

«»» "n "n "« 

hieraus erhält man 

«„4.3 < fl„ . ?' 



folgtirf) 

ö» + «n+i + fln + 2 + ^n+s ... in Inf. 

<a,(l+q + q' + f...iü inf.) 

b. i. < p^ na^ §. 8. 

5Jlun ergiebt ft^ auö ber S3ebingung -^ < 9^ baß a^ + r 
< fl„ . j** ifl, unb ba für irad^fenbc r ber ??actor 9'' unb folglid^ 
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aud) ba6 ^robuct a^ q"" bie ®rcnje 9lull {)(&, fo mirb für xoai):^ 
fenbe r au^ lim a^^r = ober, rraö baöfefbe fagt, für macf^fenbc 
n aiic^ lim ii„ = unb mitfjin 

lim ,-''"— = 0. 
1 — q 

Demnach ifi für tüac^feube n aud) 

lim {a^ + fl„+, + fl„4.2 + ««4-3 ... in inf.) = 
atfe nai) §. 7 bic JReilje coufergirenb. 

2) ®6 fei lim ''^^ > 1 . 3u är^nli^er SBeife mie Dor^in trirb 

ft^ ein befHmmteS ©Heb bcr Steitje, a^, angeben laffen, Don tt^eldjem 
anfangcnb alle SUnotienten 

On+\ <^n+a ^n-\-^ 

größer at6 @in8 jinb. @8 fei j irgenb ein unädjter S3ruc^, Heiner 
al6 jeber biefer Cluotienten. ?fl8bann ertjält man burc^ eine ä^n:= 
lidje ©djiuffolge trie oben 

«n + «n+i + ^n+a • . • in inf. > fl„ ( l + jf + j' . . . in inf.) 

unb ba I;ier für wadifenbe n bie re^te (Seite unenblic^ tt)äd)fl, fo 
wir^ baafelbe au^ auf ber linfen Seite flattpnben, mithin nad; §. 7 
bie 9lei[;e bifergiren. 

S3eifpief. @a fei bie Sfteilje gegeben 

. , JL j i_ , _} , L_ • • f 

* "^ 1 "^1.2"^ i.2.3 "^ 1.2.3.4 • • • ^" *"^- 

SWan {)Cit 

1 1 



« ~ 1.2.3...n ' "« + ' ~ l.2.3...n. (n + I) 

atfo 

unb für mac^fenbe n 

lim ^ti = , 

mitbin ift bie 9tei[;e eine font»ergirenbe. 

Sfnmerfung 1. 3)er üorPeCjenbe ße[;rfafe giebt feine @ntfc^ei^ 
bung über ßcniDergenj ober I)ifergenj in bemjenigen galle, m- 
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> 



man ijat lim ?^ = i. 3n bcr %f)at tarn f)itx eben fowo^I baa 
©ine wie baa 9fnbere eintreten. ®o j. 35. bie Steige 

O + O + 374 • • • *" *°f- 
giebt 

l l 

"*« — (n + 1) (n + 2) ' ^« + * "" (n + 2) (n + 3) 

atfo 



b. i. = 1 — 



ö„ n -[- 3 ' ' n -[- 3 

unb für tüat^fenbe n 

lim ?2^ = 1. 

35iefe Steige ifi nad) §. 6 eine conüergirenbe. 

dagegen bie JReiße 

1 + i + i + i ... in Inf. 

fliebt 

1 1 



0„ = — i — r , Ö«4.i = 



" ■" n + 1 ' •*" + * — n + 2 

dfo 

Jn+l 11 4- 1 . . . 1 



= r-^ b. l. = i — 



an n + 2 "' " » + 2 

unb für tüat^fenbe n 

lim ?n±i = 1. 



On 



Xiefe Steige ift nad) §. 9 eine biüergirenbe. 
2fnmerfung 2. S)er 9fuabrudf im erflen Steile bea Jöeweifea 

r^q = «n + «n ? + «n ?' + ... in inf. 

xotli)tx mtf)x beträgt ala ber 9tefl ber Steige 

a„ + fl„4., + a„ + a + . . . ia ief. 

fann I;äufig mit SSort^eil gebraucht werben, um in numerifc^en 
fftec^nungen über bie ®röfe bea weggelaffenen JUefiea einer conüer:= 
flirenben JReilje fid) ein Urt^eil ju bilben. 

§. 12. 

SrflSrung. SiJlan fagt ton einer 9lei^e, jte contoerglre 
me^r ober ipeniger raf^, jie x\a6)btrti weniger ober me^r 



I 
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r 

©lieber txfotbttiii) finb, um bmäf 0te^tiung beti SBett^ 
i^rer ©umrne mit einem gegebenen ®taht \)on ^Tnnä^etung 
ju bejlimmen. 

Um über bit me^r ober weniger rafe^e Sonüergenj einer Steige 
urt^rilen ju fönnen, muß man einen genauen ober angenäl^erten 
«fuöbru* be6 Stefleö ber Steige, T^, ^aben unb beffen SGBert^e mit 
roaci^fenbem n behrat^tenj j. 83. 

1) ©Ott bie ©umrne ber Steige 

O + O + 374 + 475 • • • '° '''f- 
beren JRefi ifl T« = ^ , ^ (öergl. §. 6), auf 4 genaue 3)erimat 

fletten beregnet werben, fo muß man ^aben 

r„ < 0,00005. 

©aju aber fmb 20000 ©lieber ber Steige erforberlici^, obtf-bie Steige 
conüergirt äußerji langfam. 



2) ®enau baSfelbe gilt üon ber Steige 

1 — i + i — J^ .... in Inf. 

benn ^ier ift, abgefe^en com SSorjei^en, T^ < ^ , ^ (§. 10). 

3) @oH bie Summe ber geometrifd)en SReil^e 

1 + Tö + Toö + TöVo • . • in inf« 

; beren Step ijt T^ = | (tV)~"\ ebenfattd auf 4 genaue 3)enmal:= 
; fleffen bereti^net werben, fo reici^en f^on 5 ©lieber ber Steige au8, 
\ ober bie Steige conüergirt fe^r raf(f|. 

4) Um t)on ber Steige 

^ "^ T "^ O "^ U2^ ''" 1.2.3.4 *° '°^- 

einen angenäherten 9fu6brui beS SlepeS ju befHmmen, l^at man 

^" "^ OTTn + 1.2.. (n+l) + 1.2.. (n + 2) ' * ' '" *"^- 

■ 

fann alfo fefeen (Dergl. §.11 Sfnm. 2) 

mmftein'd &em. aWat^fmotif HI. ©b. 1. %\% *>» 
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''» < 1X7« (' + T ■+ J? • • • '" '"0 



<-J_ . _iL_ 

^ 1.2. .n n — t 

^ 1.2.. r« — 



1) n - 1 

©off bic (Summe bicfer JReirjc, wie Dor^in, auf 4 genaue S)ecimat 
jleHen beregnet tüerbeu, fo fofgt aua biefem Wuöbrurfe, baf baju 
8 ©lieber ber 9lci[;e auöreicf)en. 

gür bcu praftifci^en ©ebraud) muf immer ba8 (Streben baJ^ini 
gerietet fein, 9lei[;en Ijerjupeffen, weldje mögtid^fi rafd^ conoergiren. 

9an iet (Sntioiikrlung in üeilien. 

§• 13. 

Srfloj^ng. ©ine Steige i^eift naä) einet ^aupt^a^t 
georbnet, tpenn bie auf einanber folgenben ©lieber biefet 
Jftei^e bie fucceffiüeu ^otenjen biefer ^anptictffl mit jleigen::^ 
ben gyponenten enthalten. 

S&ie mit ben ^otenjen ber ^auptja^I betbunbenen gfacs? 
toten tpetbenbie Soefficienten btt JRei^e genannt 

gine nad) einer ^auptja^I georbnete Steige l^at affgemein bie 
??orm 

«0 + «1 ^ + «2 «^ + % a?^ + . . . . m inf. 

3)ie fucceffii^en ^otenjcn ber ^auptgabf fm^ ^ier x% x\ x\ x^ tc^ 
unb bie goefficienten ber 9teif}e finb <h, «i, «a, (h, 2c. Jlegatite 
Opponenten bleiben auögefc^Ioffen^ 

3)ie $auptjat}I x muf angtfe^en merben wie belieb ig eir 
SBert^e fä^ig, bie nur an bie fBefd^ränfung gebunden ftnb, ba^. 
bie Sfeilje eine conoergirenbe bleiben muß. S)ie rnid^ einer §aupt» 
ja[)I georbnete JReitje ifi bemnad) geeignet, bie Probleme ber Sfmu» 
I^fiö in einer allgemeineren SBeifc ju löfenv afö ea bur^ bie 
bis ^ie^er betrati^teten conoergirenben JRei^en möglid) ifi, met^t 
iebcrjeit nur einen ifofirten numerift^n SBert^ barfieffen^ 

STnmerfung. ÜJlan fann auc^ l^ier trie im §. 2 m bie^aJ^Ieiü 
beö befabif^en 3a^tenf^fiem8 ftdb erinnern, tocl^e gteic^falla tüir 



Steigen \mb na6) einer ^anp^affl georbnet erf^einen, bie ^ier bie 
©Tunbja^r 10 ifi. 9lur fättt in biefem SSeifjjiele bie wefentlid^e 
3ufafe6ejHmmun9 fort, ba^ bie §auj)tja^l wie beliebiger SBert^e 
fällig fott angefe^en merben. • 

§. 14. ! 

Sel^rfa^. @tne na6) einer ^anptiaifi x geotbnete Steige 

flo + «1^ + fl;»^^ + «3^* .... in inf. 

in welker, für wad^fenbe n, lim ~=^ = ä fei, ifl con::: 
Dergirenb für alle SBert^e bon o?, wel^e jtDif^en a; = + j 

unb ar = ^ j liegen j bagegen bibergirenb für alle SGBert^e 

1 1 

\ ijon X, welche > + j unb < — y jlnb. 

ffieweiö. SBenn man bv\ ße^rfafe §.11 auf btn ^ier üor:? 
ßegenben Satt anmenbet, fo ergiebt fid), bo.% bie Steige conoergirt, 

fo oft (abgefe^en oom SJorjeidjen) lim ""; ' <; 1 ifi, bagegen 

biüergirt, fo oft lim ""j"' ■■ > l ift. Sflun ^at man na^ ber SBor- 
auefefeung für tüa^fenbe n 

lim f«±ii? = or . lim ?^+J = Äa?. 

Sflfo wirb bie 9lei[;e conoergiren, fo oft (abgefe^en oom SBorjei^en) 

t 
i4p < 1, b. ^. d? < j ip, bagegen biüergiren, fo oft Aa? > 1, 

: b. ^. a? > y ip. ajlit gtttdCfi^t auf ba8 ber ^auptja^I x ju er^ 

t^eilenbe SBorjeidien fann man bemna^ auc^ fagen, b(x% bie Steige 

1 1 

conöergirt für atte SBert^e oon a?, welche jwifc^en + j nnb — ^ 

' liegen, unb bioergirt für atte SBerttje oon a?, wef^e auf er^alb biefer 
©d^ranfen fatten. 

«eifjjxele. 1) Sn ber Steige 

l I ^ _i_ ** 1 _^ • • f 

1:2 ■*" O "^ O "^ 4.5 ^ ^"^- 



f 
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I^at man ä = 1 (f. §. 11 Sfnmerfung 1). ?ttfo conücrgirt öiefe 
Steige für alle SBcrt^e üon a^jicifd^en + 1 unb — \, unb biüer=: 
flirt für attc SBcrt^e üon x, tvtldft > + 1 unb < — 1 jlnb. 

2) 3n ber Ütei^c 

. S X* X^ JJ* f 

1 + T + O + 1:2:3 + i72-:37i ""''' '''^' 

^at man * = (f. §. 11), b. i. ^ = cx). Sflfo conücrgirt bicfc 

Steige für alle mögliti^en reellen SBert^e, bie man ftlr a?.fefeen mag. 

3)* 3n ber gleite 
1 + a? + 1.2 a?* + 1.2.3a?' + 1.2.3.4a?* in inf. 

f)at man ^ = n + 1. mitHn A = cx), b. i. ^ = 0. Sflfo 

conüergirt biefe Steige nur filr ben SBert^ a? = 0, in weitem gaffe 
fie fi(^ auf i^r erfleö ®fieb rebucirt, biüergirt bagegen für äffe üon 
üerfi^iebenen SBerttje üon x. 

§fnmerfung. Sür bie SBert^e a: = + -^ unb x = ^ 

bleibt na6i biefem ße^rfa^e bie Sonüergenj jloeifel^aft, tjergl. §.11 
?fnmerfung 1. 3nbef[en wirb in fofc^en gaffen, felbjl totnn bie 
Steige conüergirt, bie (Sonüergenj nur eine fo äußerfl langfame fein, 
ba^ baüon beinahe gar fein prafäfci^er ©ebraut^ gemad)t "merben 
fann. 5Dtan fe^e baS fBeifpiel 1, mläjz JRei^e fomoI;l für a? = + 1 
als ani) für a? = — 1 conüergirt. 

§. 15. 

iiej^rfo^. SBenn iWei naä) einerlei ^auptja^t georbnete 
Steigen für äffe SBert^e biefer ^avLptia% Don 9luff a\ 
gefangen big ju irgenb einem üon 9luff t?erf^iebenen SEBett^i 
berfetben, gteid^e ©ummen geben, fo ntüjfen Jebe stpell 
ßoefficienten biefer Steigen, benen einerlei ©tcffenja^l jusj 
gehört, qUx6) gro^ fein. 

Ober tüenn für äffe 5öert[;e ber §auptja^l x, üon a; = ai 
gefangen bi6 ju irgenb einem uon üerfcbiebenen SBert^e üon a 
bie ©leic^ung befie[;t 

flo + «1^ + «a^* ... in inf. = K + b^x + b^x^ . ; . in inf. 



fo muß mön ^öben 

i «0 = io/ öl = ^1^ «a = ^2 U. f. tu. 

( 83etüeiö. S)a bie gegebene Oleid^ung für ben SBert^ x = 
■ befk^en fott, fo f)at man unmittelbar 

1) «0 = ^0 

, folßlid^ ani) für alle jutäfpgen SBert^e Don x 

üiX + flaiF* + 0,0?' ... in inf. 

= biX + 6,0?* + JjO?* ... in inf. 

unb mithin 

Hl + ajj? + a^x* ... in inf. = 6i 4- Äj o? + 6, j?* . . . in inf. 

3)a biefe @Iei(^ung mieber für ben SEBertf; a? = befielen fott, 
fo ^ai man 

2) fli = 6i 

folglich aud^ für alle juläfllgen SBert^e ^on x 

a^x + a^x^ ... in inf. = 6,^ + ^s^' ... in inf. 
unb mithin 

«1 + «3^ ... in inf. = 62 + hx ... in inf. 

.X>a biefe ©leic^ung ebenfalla für btn SBert^ x = befielen fott, 
fo ^at man weiter 

3) flj = fta 

u. f. f. 3Jlan jle^t leidet, mie man auf biefelbe SBeife beliebig ireiter 
f^fief en fann. 

§. 16. 

Aufgabe« (Sinen gegebenen, t)on x abhängigen Sfuö^s 
brurf in eine 9lci^e ju entwltfetn, tpe^e naä) x alö ^aupts 
ja^l geotbnet ifl. 

Sfuflöfung. aWan fefee btn gegebenen §fuöbrutf glei^ einer 
Steige 

tfo + <i\X + «a^* + «3^^ .... in inf. 

brren Soeflirienten üorläufig unbefHmmt gclaffen werben, unb fud^e 
l^erauö bure^ entfpred^enbe, auö ber Statur be8 gegebenen Sfuöbrudfö 
ficpenbe Umformungen eine ©teic^ung j^etjuffetten, welche auf jeber 
@€tte bee ©leic^^eitöjeid^ene eine nac^ ber §auj)tja^r georbnete Steige 
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enthält. SBcnbct man auf biefc ©lei^ung bm üorigen 8e^rfa| an, 
fo gelangt man fd^licplid^ jur fBefKmmung ber Dorthin unbefHmmt 
gebliebenen ßoeffxrienten. 

§intertjer bebarf e8 fobann noij einer befonberen Unterfuci^ung, 
ob unb für tüelci^e SBertI;e üon a? bie gefunbene 9lei[;e conücrgirt 

(§. 14). 

35a8 ^ier nat^ feinem allgemeinen ®ange bejeit^nete SBerfal^ren 
fü^rt ben 5Ramen ber 33lttf)obt ber unbeflimmten ßocffl* 
cienten. Solgenbe fBcifpiele mögen ju einer üorläufxgen ©rtäute» 
rang beSfcfben bienen. 

fBeifpiele. 1) ©8 foll ber ?fuabru* 

1 —x 

in eine na^ a? als §auptja^t georbnetc Steige enhüidfclt merben. 
2Jtan fefee 

. __ = Oq + dix + fla^?* 4" ^3^' ... in inf. 

2JluItit)ficirt man mit l -7 a?, fo folgt 

1 + 2ar — a?* = flo T-f- («i — öo) a? 

+ (<l2 — öl) X* -f- («3 — fla) a?' .... 

unb barauS nac^ §.15 

öo = 1 
ai — ffo = 2 tt3orau8 ö, = 3 

«2 öl = 1 // flj == 2 

Ö3 — flj = // 0^3 = 2 

2C. 2C. 

S«fo ijl enbftt^ 

i ^2x — x' 



1 — J7 



= 1 + 3a? + 2a;' + 2a;' ... in inf. 



35iefe Steige conüergirt für alle SBert^e t)on a?, n^el^e jioifj^ei^ 
a? = + 1 unb X = — 1 entsaften fmb. f 

2Jlan fann bemerfen, ba^ man ju bemfelben Slefuftate aut^ auVl 
bem SBege ber gcmö^nfit^en ©iüifion gelangt fein würbe. 



2) ee foll ber SfuSbru* 



t 



yT~:^ri 






«0— + 1 


ober — 1 


«.--i 


" ~r i 


«.--i 


/' +i 


«> - - tV 


'' +16 


«*— i!. 


ff +128 


K. 




X'-^A-^' 


... in inf.). 



(Srfifr ^Ibfc^nitt. 23 

1^ X al8 ^auplja^I georbnete JUei^e entiüitfelt werben. 

- a? = öo + «lO; -f- 02^' -f- öjir' . . . in inf. 
jum iCluabrat, fo folgt 

«» + 2 öo fl«) ^* + {fi% + 2 öl «3 -[- 2 öo «4) ^* ... 
tiac^ §. 15 

Äo* = l woraus 

2 Ao fl] = — 1 ^/ 

\^ + 2 ao fla = // 

^ . «2 + 2 00 05 = „ 

a,' + 2 tf 1 ÖS + 2 ao «4 = ,/ 

«ftfo ifl enblic^ 

3u bemfelben 9tefultate mürbe man au^ auf bem SBcge ber ge=: 
mö^nfidien SBurieIau8jief;ung gelangt fein. 

lieber bie (Sonüergenj biefer 9lei[;e fann ^ier nic^t geurt[;eilt tüer^ 
ben, tüeil burt^ bie üorfletjenbe ©ntmitfelung ba8 aUgemeine ®fteb 
berfelben fi(^ nid)t ergeben r;at. 2Jlan fe^e barüber ben britten 
«fbfd^nitt. 

§. 17. 

3ufa^. SBenn ein gegebener, üon x abhängiger %yx%:i 
^ brucf auf ijerf^icbenen SBegen in Steigen entwidPelt tporben 
} ifl, wetd^e na(^ berfetben §auptja^I georbnet jtnb, fo 
muffen biefe Steigen ibentif^ fein. 

3)ieö ifl eine unmittelbare Folgerung au8 §. 15. 

I 9f nm e r f u n g. 3)ieienigen ?fu9brütfe ber Sfrittjmetif, mett^e juerfl 

i ÄUf 3rrationalja^Ien führen, fmb bie SBurjeln (ober ^otenjen mit 

\ 8Sru^=Kg]rponenten) unb bie ßogarit^men. 35ie nä^fie Sfufgabe ber 

/ Änal^fiS wirb be8l;alb barin ju befielen ^aben, Sfu8brüdfe biefer 

f Briben Sfrten allgemein in uncnbli^e Steigen ju entwitfeln. @ol(^e8 
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gefc^iel^t im britten un5 oierten STbfe^nittc, »S^renb ber folgettbc 
jmeite ^fd^nitt noc^ eine anbermeitige SSorbereitung boju giett; 
bie man fonp l^äujlg auc^ fc^on in ber nieberen Sfrit^metif abges= . 
^anbelt jinbet. 



3»eitet Sföfc^nitt. 
%\t 6om6inatiottd(el^re. 



§. 18. 

©rftätttttg. ®ie gombination6lc^re ^ ble SCufs: 
gäbe, auö gegebenen fingen, tpelc^e ©temente genannt 
werben, in einer üorgef^riebenen SBeife äufammentlettungett 
ju bitben unb bie babei eintretenben ©cfefee na^juwelfctt* 

Sebe äufammenjlettimg üon Elementen tpirb eine @onvs 
pleyion genannt. 

• 

3)ie ©lemente werben nac^ ber Sleifjefotge, in tüel^er fie gegeben 
jinb, enttüeber burdE| ©ud^jlabcn a, b, c, ac. ober burd^ dal^Ien 
1, 2, 3 2c. bejetci^net 3)iefe fefete 83ejei^nung f)at btn SJorjug, 
baß bie Unterfi^eibung üon'^ öderen imb niebrigeren ©lementen ■ 
(j. 33. 2 iji ^ö^er afö 1) unb tjon jleigenber STnorbnung- 
(12) unb faltenber ?fnorbnung (2 1) unmittelbar in ber 
a5ejei(i)nung auögebrüdft liegt. 

9Ba6 bie ©femente üorfiellen, ba6 bleibt üottfornmen unbefHmmt, 
gleid^tüie anä) bie 2frt i^rer SSerbinbung unter einanber ganj ba^in*. 
gebellt gelaffen wirb. 3)at)on fann erji in btn Sfnmenbungen bie ■^. 
JRebe fein. SBäre j. 58. bie Sfufgabe Vorgelegt: „?fu6 btn brel 
^unbfarben 9lot^, ®elb, S3Iau alle mög[id)en 3Jlif^farben }u [ 

271", fo würbe man biefe brei gegebenen (Elemente mit 1, 2, 3 
^ unb barauö bie Somplejionen ^erfietten 



Qmtxttx 9Ibfd;nitt. 25 

1 2 

1 3 

2 3 

tDomit auf abjhactem ®cbiete bie Sfufgabe gelöst ijl. 2Jlit Sfnroervs 
buiifl auf ben üorliegenben befonberen Satt aber ergeben jic^ ^ieraud 
bie aWifd^farben 

9lott; s: ® elb, b. i. Drange, 

9tot^:^a3rau, „ SSioIett, 

Selb :^ »lau, „ ®xün. 

Ttan unterfd)eibet in ber Sombinationale^re bie folgenben bret 
^aupt^^Djjerationen : ^ermutiren, Sombiniren unb SBariiren. 

9on ien prnnutationm. 

§. 19. 

SrflSrung. Unter ^ermutiren üerfte^t man bie^ 
jtttige combtnatorif^c Operation, bur<i^ »el^e man au« 
gegebenen ©tementen gomptepionen bilbet, beren Jebe 
1) ffimmtti^e gegebene (gtemente enthält xinb 2) jl^ tjon 
Jeber anberen burc^ bie Orbnung ber barin enthaltenen 
Elemente unterf treibet. 

3)abei fönneu enttüeber fämmtfid^e gegebenen ©lemente ungleich 
feiU; wie j. 58. l, 2, 3, 4, 5^ ober eö fönnen au^ gleid^e ©(erneute 
batunter Dorfommen, wie 5. 83. 1, 2, 2, 3, 4. 

§. 20. 

SlnfgaBe. Sfuö gegebenen (gtementen alle möglichen 
f)etmutatiotten ju bilben. 

9fuflöfung. 1) 9Jian fefee alö erfte Somplepou atte gegebeneu 
©femente in jleigenber Drbnung neben cinanber. 

f) Um Don irgenb einer Sompl^pon ju ber näc^flfolgenben fort 
jwfd^reiteu, fui^e man in i^r baQ fpätefie (gtement auf, bem ein 
i^öl^ered folgt, er^ö^e baafelbe fo tüenig mie möglich, unb lajfe bar:= 
auf bie nod) übrigen Sfcmeute in ficigcuber Drbnung folgen. 

^ S)ie lefete ßompicjiou, ju ber mau auf biefe SßJeife gelaugt, 
wirb atte gegebeneu ©(erneute in fattcuber Drbnung enthalten. 
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JBeifpielc. Mc ^ermiitationen au8 bm gfementen 1, 2 fitib 



12 

21 



bt^ltiäjtn au8 bm ©lemeutcn 1, 2, 3 



123 2 13 3 12 
132 2 3 1 32 1 



beaglcit^en auS bm Slementeu 1, 2, 3, 4 



1 234 

1 243 

1 324 

1 342 

1 423 

1 432 



2 1 34 
21 43 

23 1 4 
2341 

24 1 3 
243 1 



3 1 24 
3 1 42 
32 14 
3241 
3412 
3421 



4123 
4132 
421 3 
423 1 
43 12 
4321 



SBenn unter bm Elementen gleit^c üorfommen, fo änbert fic^ 
ta6 aSerfaljren nid^t tüefentfi*. 3. 83. alle ^ermutationen au8 bzn 
gtementen 1, 2, 2, 3 ftnb 



1 223 2123 
1232 2 1 32 
1 322 22 1 3 



223 1 3 122 
23 12 32 12 
232 1 322 1 



Sfnmerfung. ©ie ^ermutation ber SSud^pabeu eine© SBortö 
ober ©afeeö, treibe tüieber ein SBort ober einen ©afe bilbet, pflegt 
man ein Sfnagramm ju nennen. @o ift ßieb ein Sfnagramm 
Don 8eib u. a. 



\ 



§. 21. 

Sel^rfa^. S)ie Stnjai^t aller ^etmutationen ani n un^ 
gleichen gtementen, mlijt mit P (n) öejei^net werben 
mag, beträgt 

P{n) = 1.2.3.4... n. 

83 e 10 ei 6. STuS jioei ©lementen fönnen 2 ^ermutationen Qt^ 
bifbet werben. 

Äommt baju ein brittea ßlement, fo fann man biefem in btn 
oorI;anbenen ßomplerionen 3 oerfdjiebene ©teilen geben, nämlici^: 
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Doran, in ber 3Jlitte, unb am (Snbt. 3)abur(^ entfielen aud jebcr 
fccr üor^anbenen (Sompiejrionen 3 neue, alfo im ©anjen 2.3=6 
neue. 

^ommt baju ein viertes glement, fo fann man biefem in bm 
jefet üor^anbenen Somjjlejrionen 4 tjerft^iebene (Steffen geben, nämtid^: 
t)oran, jmifd^en bem erpen unb jmeiten, jtüif^en bem jweiten unb 
britten ©lemente, unb am (£nbe. ©aburi^ entfielen aud jeber üor:= 
l^anbenen 6omt)Iepon 4 neue, alfo im ©anjen 2 . 3 . 4 = 24 neue. 

®o fann man weiter fdjUe^en unb erhält affgemein au9 n (gle=: 
menten 1 . 2 . 3 . 4 . . . n ^ermutationen, wie oben behauptet mürbe. 

35ie 3a^I 1 . 2 . 3 . 4 . . . n pffegt man furj bie ^ermutationSjal^I 
üon n ju nennen. 

§. 22. 

Sel^rfa^. !j)ie Stnja^I aller ^etmutationcn a\i9 n @te^ 
mcttten, unter benen r unter fi(^ gleiche Elemente t)or5 
fommen, betr&gt 

f (n) 1.2 , 3.4. ..n 

P(r( "" 1.2.3. ..r ' 

ffieweid. 35ie ^ermutationen feien fämmtli^ gebilbet nnb i^re 
Sfnja^I = X. 

Stimmt man barauf bie r gleichen (Elemente al8 ungleich an, fo 
fann man bur^ ^ermutirung berfelben unter fit^ au8 jeber üor^ 
l^anbenen (Somprepon P (r) neue herleiten, erhält alfo im ®anjen 
X P (r) neue ßompteponen. 

2)iefe 3a^l muß aber biefclbe fein, al8 ob üon Sfnfang an äffe 
11 (gtemente ungleich getüefen wären. SDIan t;at atfo bie ©teid^ung 

x.P{r) = P(n) 

au6 welci^er folgt 

_ ^(«) _ t.2.3.4...n 
^ ~ T(r) ~ 1.2.3... r * 

©eifpiel. ©ieSfnjat;! affer ^ermutationen auö ben (glementen 
1, 2, 2, 2, 3, 4 beträgt 

1.2.3.4.5.6 ... 

-7X3— = 120. 
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§. 23. 

3ufa^. ®ic ?Cnja^l aller ^crmutationen au6 n (§Xt^ 
mentcn, unter benen r gleite glemente einer ?Crt unb r' 
gleiche Elemente einer anbern S£rt l:)orfommen, beträgt 

Pjn) _ 1.2.3.4.,.w 

P(r). P(r) ~ 1.2.3...r. 1.2.3...r'* 

35ie8 ergiebt jl^ burd^ Sortfefeung ber SSetradjtung beö üorigen 
^aragrajjl^en unb fann lei(i)t auf ben Satt auögebc^nt werben, wo 
beliebig Diele ©ruppen gleid^er ©lemente üor^anben ftnb. 

3. ffi. bie Sfnja^l atter ^ermutationen au§ btn (Elementen 1, \^ 
2, 2, 2, 3, 3 beträgt 

1.2.3.4.5.6.7 

1.2.1.2.3.1.2 ~ ^*"- 

üon im Combtnationen. 

§. 24. 

@rf(arung. Unter Sombiniren üerjte^t man biejenigt 
combinatorif^e Operation, burd) wel(^e man ani gegebenen 
Elementen Sompleyionen bilbet, beren Jebe 1) eine unb^ 
biefelbe borgef^riebene Stnja^I t)on Elementen enthält unb^ 
2) jt^ t)on Jeber anbern bur^ bie barin enthaltenen ©te^ 
mente unterf^eibet. 

®ie klaffe ber Kombinationen be^eid^net bie ^fttja^t 
ber Elemente, wet^e jebe (Sompleyion enthalten foff. 

9Jlan bct|frfe, ba^ biefe Srftärung über bie Drbnung ber ®le:^ 
mente in htn einjelnen (Somptejrionen nid^tö auSfögt, biefelbe alfo 
für bie Kombinationen oottfommen glcit^gttttig ijl. Dber jebe jwei 
Eomplepionen, welche ficf) nur burc^ bie Drbnung ber barin tnt^ 
i^altenen ©temente oon einanber unterfc^ciben, ^aben, ala (Sombis^ 
nationen, für ibentifti^ ju gelten, ^fua bicfcm ©runbe bat man für 
jwetfmäfig gcfunben, fcfljufictten, ha^ beim Sombiuircn nur fleigenbe 
Drbnung ber (glcmente in bzn Sompleponen jugctajfen werben^, 
falicnbe Drbnung bagegcn überatt auagef^loffen bleiben fott. 

?fnmerfung. (Kombinationen ju ben Slaffcn 1, 2, 3, 4, 5 2c^ 
fül;ren an&j bie befonberen Flamen: Unionen, Sfmben, ^emen^ 
Duaternen, Duinternen k. 



Btotiin ^bfc^nitt. 

§- 25. 



29 



(StflStnng. Solan untetf^cibct gomöinationen oi^ne 
^itbtxi)oUxnQ unb Kombinationen mitSBiebct^^ 
l&otung, \t na^bcm jicbeö ©lemcnt in jebcr Somptejrion 
Tittt einmal, ober beliebig oft tpieber^olt, loottommtn barf, 

S3ei bm Kombinationen o^ne SBieber^oIung fann bie Slaffe 
l^öi^fleni ber 9fnjaI)I ber gegebenen ©lemente gleiti^ fein, bei ben 
Kombinationen mit SBiebcr^oIung bagegen ifi fie unbefd)ränft. 

§. 26. 

Aufgabe* Sfu6 gegebenen Elementen alle mögli^en 
Kombinationen o^ne ober mit SBieber^otung ju einer ge^ 
^ebenen Klaffe ju bitben. 

Sfuflöfung. 1) 2Jtan fefee al9 erfie ßomplenon, bei Sombi;= 
nationen oI;ne SBieber^oIung, bie niebrigflen ber gegebenen Elemente 
in fleigenber Drbnung, bagegen bei Kombinationen mit SEBieber^ 
l^olung baS niebrigfle SIement felbfl fo oft, tt?ie ber Klaffe gemäß ifi. 

2) Um Don irgenb einer Kompicirion ju ber näd)fifotgenben 
fortjuf^reiten, fud^e man in i^r baS fpätcfie Clement auf, n^eli^eS 
einer gr^ö^ung fä^ig ifl, fefee bafür baa näc^f}^bl;ere an bie ©teile, 
unb latfe, bei Kombinationen ol)ne SBieber^oIung, bie bemnä^jl 
^öl^ercn ©lemente in flcrgenber Drbnung, bagegen bei Kombinationen 
mit SBieber^oIung baa gleidje KIcmcnt fo oft, n^ie jutäfftg, folgen. 

3) 35ie lefete Kompiejrion mirb, bei Kombinationen ol^ne SBieber^ 
^olung, bie ^ö^fien ber gegebenen Kiemente in fleigenber Drbnung, 
bagegen bei Kombinationen mit Söieber^olung baa lydij^z KIcment 
fo oft enthalten, mie ea ber Kfaffe entfpric^t. 

ffieifjjicie. Sfffe Kombinationen o^ne SGBiebcrl^oIung aua bm 
Elementen 1, 2, 3, 4 ftnb 

€lajfe l. gfoffc 2. (Sloffe 3. Stoffe 4. 

1234 



1 




12 




123 




2 




1 3 




124 




3 




1 4 




134 




4 




23 




234 






24 








34 
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^nall^lld. 



X>agegcn atte Kombinationen mit SGBieber^oIung au6 btn @Ie5= 



menten 1, 2, 3, 4 fmb (Slaffe 1 mie üortjin) 

eifljfe 2. (Slaffe 3. 



1 1 


23 


1 2 


24 


1 3 


33 


14 


34 


22 


44 



1 1 1 


1 23 


222 


244 


1 12 


124 


223 


333 


1 13 


1 33 


224 


3 3 4* 


1 1 4 


1 34 


233 


344 


122 


1 44 


234 


444 



u. f. n. 



§. 27. 

Sel^tfa^. ®ic «fnjal^I aller Kombinationen o^tte SGBieber=: 
Rötung au6 n glementen jut Klaffe r, ml6)t mit C(n)r 
bejei^net werben möge, beträgt 

_ n (n - 1) (n'-2)...(n - r + 1) 
^ Wr — 1.2. 3 . . . r • ' 

33 e tu eis. 3ur Slaffe 1 ^at man auS n Elementen unmittelbar 
n Sompleponen. 

Um jur ßtaffe 2 überjugeljen, ^änge man einer jeben biefer Som^ 
piejrionen jebeS ber (Slemente an, tnelc^e in i^r nid^t Dorfommen. 
I)abur^ entftel^en auS jeber Sompiejrion « — 1 neue, alfo im 
©anjen » (n — 1) neue. 

Um Don ba jur ßlaffe 3 überjuge[;en, Ijänge man einer jeben 
biefer je^t erl^aftenen (Somplejrionen jebeS ber glemente an, toelc^e 
in i^r nid^t t?ortommen. J)aburd^ merben au§ jeber Somplerion 
n — 2 neue, alfo im ©anjen n (n — 1) (n — 2) neue. 

Sofort man fo mciter fort, fo erhält man jur glajfe r allgemein 
n (« — 1) (n — 2) . . . (« — ^ + 1) Somplerionen. 

Unter biefen ßomplerionen fmb aber atte biejenigen mitgejä^It, 
tüelc^e ^\&j nur burd) ^ermutation ber barin entljaltenen Elemente 
Don einanber unterfdEjeiben. ®ott alfo bie Sfnjal)! auf bie eigent=: 

>ti (Kombinationen befd^ränft bleiben, fo fatten je 1 . 2 . 3 . . . r 
'Wonen in eine eiujige jufammen unb man erhält 

c, X _ n(n - 1) (n ~ 2)...(n- r + 1) 
"'^^— 1—2 \ 3 . . . r 
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83»eif<)iele. I)ie 9fnjal^I aller Sombinationen oI;ne SGBieberljoIung 
ouö 5m Elementen 1, 2, 3, 4 beträgt 

jur Slatfe I. 4 



// // 



// r/ 



^/ // 



2. 


4.3 
1.2 "" 


3. 


4.3.2 


1.2.3 " 


1 


4.3.2.1 



1.2.3.4 ~ '• 



Sfnmerfung. 2Jlan tann bemerfen, ii\^ bvt I;ier gefunbene 9fn:= 
ja^I ber ßombinationen ibentifd) ift mit ber Sfujaf;! aller ^ermu^ 
tationen au8 » (Slementen, unter benen r gleidje (Slemente einer 
Sfrt unb n — r gleidje Elemente einer awbvcn ?frt t^orl^anben fmb^ 
f. §. 23. 35enn ber SfuSbrucf 

P{n) _ 1.2.3.. . n 

P(r). P(n — r) 1.2.3...r. 1.2.3... (n — r) 

rebucirt jid^ auf btn obigen, menn man in feinem 3ä^ler unb 
Slenner baS gemeinfc^aftli^e ^robuct 1 . 2 . 3 ...(« — r) wegtä^t 

§. 28. 

Sel^tfa^. ®ie ?Cnja^I aller Kombinationen mit 3Öieber:= 
^clung aus n Elementen jur 6(aflie r, n?el^e mit C (n\ 
feejei^net werben mige, beträgt 

,,. n\ n + 1) (fi+2)... {n + r^ 1) 
^ ('»> = — . 2 . 3 . . . r 

©eiüeia. 50lan benfe jtc^ bie Kombinationen Doffflänbig gebilbet 
©rl^ö^et man fobamuin jeber gompiejnon ba^ jmeite ©lement um 1^ 
ba^ britte um 2, bds Dierte um 3 it., fo werben 1) äffe 9Biebers= 
l^olungen Derfd^minben, 2) bie gegebenen ßlemente um r — 1 neue 
üermeljrt werben, unb 3) bie fo entftanbenen Kombinationen oI;ujc 
9Bieber[;ofung wieber in jld^ ooffflänbig fein. 2Jlan \:jai alfo 

C («)r = C (n + r — 1), 
ioorau6 ber obige Sfuöbrucf folgt. 
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©0 gelten j. ©. auf bie angedeutete SGBeife bie (Somplerionen 

über in 



1111 

1112 
1113 
1 122 
1 123 
1133 
1222 
1 223 



1233 
1333 
2 222 
2223 
2233 
2333 
3333 



unb man ^at C (3)^ = €^(6)4 = 15. 



1234 
1235 
1236 
1245 
1 246 
1 256 
1 345 
1 346 



1356 
1 456 
2345 
2346 
2356 
2456 
3456 



ilon l^rit üariattonrn. 

§. 29. 

@rF{ätung. Unter §ßariiren i^erfle^t man biejienifle 
cotnbinatorif^e Operation, bmi) tvtl6)t man aus gegebenen 
Elementen Sompleylonen bilbet, beren Jebe 1) eine unb 
biefelbe i^orgef(i^riebene Sfnja^I t)on gtementen enthält unb 
2) fxä) i^on jebet anberen fotDO^I buriä^ bie barin ent=: 
^altenen gtemente, alö aud) bmi) bie Drbnung berfelben 
unterf(^eibet. 

X>ie Klaffe Ijat I;ier bicfelbe SSebeutung mie bei ben 6ombi:= 
nationen, §. 24. 

§. 30. 

@rF(ärung. 9Jlan unterf (Reibet §ßariationen o^nc 
SBieberl^oIung unb §ßariationen mit SCBieber^: 
l^olung, je na^bem JebeS Clement in Jeber gompteyion 
nur einmal, ober beliebig oft tDieber^oIt, i^orfommen barf. 

S)iefe Unterfc^eibung ifi biefelbe tüie bei bm Sombinationen, 
§. 25, unb l^at biefelbe Solge wie bort. 



§. 31. 

Aufgabe. SIuS gegebenen gtementen alle 
aSariationen o^ne ober mit SBieber^oIung ju 
gebenen ßtajfe ju bilben. 



mögttii^m 
einer ge^ 



StKUK w^f^Swt» 
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VuflBfung 1. Stau ccifofeit nac^ §. 26, ietec^ mit bfx 9Rc» 
biflcatioii, fcal ^ aui^ nicfcot eiemcntt auf 656rTt fo(^ frücfm, 
aQb fmm fhnlfit^tcitni tcn trgmfe cmrr Semt)(mon }u bcr tucbfU 
fd(eeiil)m bit Scpimminig bcS §. 20 ma|gc(mb tDcctm nm^ 

Vuflöfung 2. aDton btlfct lu^ §. 26 aDe mtfpnt^mtoi @onu 
binationm ati8 bm gr0e6mm €Innmtm ju btt gegebenen klafft, 
nnb pnmv!6tt barauf . febe bei entflanbenen Somplericnen fo oft 
toie mögB^. 

Die {tüette Vufidrung torxb fiif i?im ber erfkn barin untecfc^eiben, 
bo^ bie Somplerionen ^ier in einer anbeten 9teibefd(ge etfc^einen, 
aft bort 

Seifpiele. 1) €8 feien Variationen o^ne 9Bieber^o(ung auS 
ben Elementen 1, 2, 3, 4 }ur 6Ia{fe 3 )U bitten. S>ie erfh ^nf^ 
ttfnnQ giebt. 



•123 

•124 

132 

•134 

142 

143 



213 
214 
231 
•234 
241 
243 



312 
314 
321 
324 
341 
342 



412 
413 
421 
423 
431 
432 



^Dagegen bie jtoeite 9(uf[öfung giebt 



•123 
132 
213 
231 
312 
321 



*124 
142 
214 
241 
412 
421 



'134 
143 
314 
341 
413 
431 



'234 
243 
324 
342 
423 
432 



2) ®8 frien SBariationen mit SEBieber^otung au3 ben ®(ementen 
1, 2, 3, 4 aut eiaffe 2 ja bitben. 

SHa^ 9(ufl. 1. 9^a4 Vufl. 2. 



•1 1 


21 


31 


41 


•12 


•2 2 


32 


42 


•13 


•2 3 


•33 


43 


♦14 


•2 4 


•34 


•44 



•1 1 


31 


•2 3 


♦3 3 


•12 


•14 


32 


•3 4 


21 


41 


•2 4 


43 


•13 


•22 


42 


•4 4 



aMe entfpreii^enben Kombinationen flnb ^ier überall burt^ 
Dorgefefetea * bejeiti^net. 

aBBittftfin 8 QCenu Slat^ematif m. S35. 1. «(6t^. 3 
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§. 32. 

Sel^rfa^. ®i? ^fnjal^I aller SSariationen oi^ne SBlebet:^ 
l^olung au6 n Elementen jur 6(afl[c r, mXi)t mit F(w)^ 
bejeidinet werbe, beträgt 

V{n)r = n (n — 1) (n — 2) . . . (n — r + 1). 

83ett)ei8. 2Ran benfe jic^ biefe Sßnriationen oI;nc SEBieberl^otung 
baburc^ gebilbct, ba^ man juerjl alle ßombinationcn oline SBiebets^ 
I)oIung aus btxx gegebenen ©letnenten ju ber gegebenen Slaffe aufs 
ftefft unb barauf jebe ber entjlanbenen ßotnprerionen fo oft tote 
möglich permutirt. T)\xxi) biefe ^ennutirung entflefjen au8 jeber 
Sompiejion, ba alle glemente biefer ßomplerionen ungleid) fmb, 
F{r) neue. 2Jlan ertjält alfo 

Y{n)r = P(r),C{n)r 

unb I;ierau8 folgt, wenn man au8 bm §§. 21 unb 27 bie ent=j 
fpredjenben 5Bertf;e einfe^t, bie obige Sormel. 

Söie man übrigens lei^t ftel^t, iji biefe gormel fd;on im §. 27^ 
belüiefen. J)enn man bxand)t in bem bort geführten SBemeife nur^ 
ben legten Sfbfafe megjulajfen, um einen SBetueiS für bm i)kx auf:? 
gejlellten Se^rfafe ju Ijaben. 

©eifpiele. S)ie Sfnjaf;! aller SSariattonen o^ne SBieber^oIung 
aus btn (glementen 1, 2, 3, 4 beträgt 

jur eiaffe 1. 4 



ff 


ff 


2. 


4. 3 = 12. 


ff 


ff 


3. 


4. 3. 2 = 24 


ff 


ff 


4. 


4. 3. 2. 1 = 24. 



§. 33. 

ßel^rfa^. ©ie STttjai^t aller SSariationen mit SCBieber:: 
l^otung aus n (Elementen jur (Stajfe r, treibe mit V^ (n\ 
bejei^net trerben möge, beträgt 

r {nX = ff. 

Setreia. 3ur Slaffe 1 f)at man auS n gfementen unmittelbar 
n Sompiejrionen. \ 

Um jur (Elajfe 2 überjuge^^en, fjänge man einer jeben biefer (Somä ] 



plepionen jebeö ber gegebenen ©temente an. J)at)urtf) entjlel^en 
au8 jeber gotnplerion n neue, atfo im ©angen ti. n = n' neue. 

Um femer jur ßlaffe 3 überjugel;en, Ijänge man einer jeben biefer 
jefet erhaltenen gompleponen hjieber jebeö ber gegebenen @(emente 
an. SDaburt!^ merben au6 jeber Somplerion itieber n neue, alfo 
im ©anjcn w*. n = n^ neue. 

gä^rt man fo meiter fort, fo erhält man jur glaffe r allgemein 
«' (Somplejionen. 

SSeifpiele. X>ie Sfuja^I aller SSariationen mit SBieber^oIung 
axx^ ben ©lementen 1, 2, 3, 4 beträgt 

jur Slaffe 1. 4 

„ „ 2. 4* = 16 

„ „ 3. 4' = 64 u. f. lt. 

Sfnmertung. SBojttte man bie Sfnja^I ber 93ariattonen mit 
SCBieberljoIung au6 betjenigen ber Sombinationen mit S5}ieberf;ohmg 
r^erleiten, in ä^nlicfier SBeife, tvk e6 im vorigen Paragraphen in 
S3ejug auf bie 93ariationen obne Söieberfjolung Qt\ä)tf)m ifl, fo 
mürbe bie ©d^tt^ierigfeit eintreten, ba^ niijt alle gom^jleirionen 
einerlei ^ermutationSjal;! erhalten, unb bamit ber Sßemeia o^ne 
aSergleid; umfiänblid)er merben. 

Hom btnomtfdirn ffdrfaljf. 

§. 34. 

S>er binomifd^e ße^rfa^. fS&tnn man ba3 asinomium 
a + 6 mit einem ©ponentcn m, ber eine abfotute ganje 
3a]^I ift, potenjirt, fo erhält man 

(a + b)"^ = a^ + tna'^--' b + '^^T^^ «'""' 6" 

■T 1.2.3 « b + ..,.. + b . 

SSemeia. SBenn man bie ^otenj (a + b)"^ bmä) fucceffiüe 
2JiuItipIicatton au@ a-\'b mal a + 6 mal a-^b 2C. entfietjen 
läft, fo ijt Ieicf|t ju ertennen, ba^ bie ©nselprobucte, burd^ beren 
(Summe baa üollflänbige ^robuct bargefiellt mirb, genau auf bie^ 

3* 



^t-t ' ^'*' 









>* 



I beten Summe = (a -f- S)* } 
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fel6e 9Beife ^6) bifben, toit bie SBariationen mit SBieberl^oIuna aM 
2 Elementen jur Slaffe m. 

S)enn bejeid^net man bie ©femente a, b mit i, 2, fo finb au8 
biefen 6Iementen bie SBariationen jur Slaffe 1: 

1 b. i. a 

2 „ 6 

femer bie SBariationen mit Söieber^olung jur ßlaffe 2: 

1 1 b. i. a a 1 

II l bl l ^^^ ®""^"^^ = f^ + *)'> 

2 2 „ 4 4 ) 

femer jur ßtaffe 3: 

111 b. i. a m a 

112 „ a a b 
12 1 „ a i ö 

12 2 „ ^ " / beren Summe = (a + 4)»^ 
211/, 4öö/ \ -i- ^ y 

2 12 „ b a b 

2 2 1 „ 4 4« 

2 2 2 „ 4 4 4 

u. f. m., moraua leitet ju fdjlief en ifl, mic bieS für lebtn teliebigm 
(Srponentm m fortgefefct tüerbm fann. 

giun laffen fxi) naä) §. 31 bie SSariationen mit 8Bieber^o[ung 
ani) babnxä) l^erpettm, ba^ man bie ßombinationen mit SBicber:^ 
l^olung au8 btn gegebenen gfemmtm ju ber gegebmm Slaffe bilbct 
unb jebe berfeCben fo oft lüie möglid) <)ermutirt. 

®iefe Sombinationen au8 ben glementen 1, 2 jur (Slajfe m flnb 

1 . . . (m mal) b. i. a"* 

1 ... (m — 1 maO unb 2 ... (1 maQ // a'*"' b 

1 ... (m — 2 mal) unb 2 ... (2 mal) „ a'*"' 4« 

1 ... (m — 3 mal) unb 2 ... (3 mal) „ oT"'' 4» 



bis 2 . . . (m mal) „ 4~ 

unb nai) ben §§. 22 unb 23 fönnen biefe Somplejrionen permu* 
tirt merben 
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1 mal 

* ••♦ 1.3.3.. .(m-l) =«"»01 

iB I » j 1 . 2 . o. . , • f» _^ lÄ (fw — 1) ^ 

^ ^ • ' • 1.2.3...&»— 2).1.2 "" 1 . 2 ^^^ 

^m— 8 18 1 . 2 . 3 . . . m . f» (m — 1) (m — 2) ^ 

* '^ ••' 1.2.3... (m — 3). 1.2.3 ~ 1.2.3 ^^^ 

U. f. tu. 

83irbct man Don allen fo entjle^enben ßomplerionen bie Summe, 
fo erhält man bit in btm obigen ße^rfafee aufgehellte ©Weisung. 

3m Saufe biefeö ©eweife8 ijl nid^t auabrücffid^ barauf aufmerffam 
gemacht morben, ba^ jebe 3ufammenpeffung ber ©lemente a, b ju 
einer Somplepon eine SWuItipIication bebeutet, lüie e9 jufättig 
mit ber übfid^en S3ejeit^nung6meife übereinjümmt^ aber man muß 
pdb biefeö Um^anbea im gaujen SSeiüeife fortträ^renb mo^l beiüußt 
bleiben. 

©efonbere gätte biefeö ße^rfafeeö fe^e man §. 187 ber Sfrit^metif. 

^nmerfung. Sflad^ Sfnalogie beö ^ier bemiefenen binomifti^en 
8e]^rfa|e8 läßt ^äj ani^ ein ^)or9nomif^er Se^rfafe aufflellen, 
welcher bie ©ntiridfelung ber ^otenj eineö ^ol^nomii 

{a + b + c -\- d....r 
auf SSariationen mit SBieberl^oIung aud fo t)itl (Elementen, toie ba^ 
^ol^nomium a + * + ^ + ^ • • • ©Heber ^at, jur Slajfe m 
iutüdffü^rt. Sfber biefer Se^rfafe läßt fid^ nit^t burd^ eine fo alt 
gemeine Sormel auabrüdfen mie ber obige j au^ jtnbet er nur roenig 
Sfntüenbung. 

§. 35. 

^HStung. ®ie goefflcienten ber SnttDidfcIung ber 
yotena (a + 6)", namlid^ 

- Dt (m — 1) m (m — 1) (m — 2) - 

^ ' *"' 1.2 ' 1.2.3 ' "-l-"^- 

werben bie a5ittomiat:=6oefficientcn genannt. 

SWan jä^It bie S3inomiaIs=Soefficienten ber Steige na^ bmi) bie 
3nbice8 0, 1, 2, 3 u. f. tc., inbem man bem erfien SSinomial:^ 
Soeflirienten 1 ben Snbej: giebt. J)er lefcte SSinomial-S^^^vc^^, 
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mläjtx micber 1 ifl, ertjält alfo bcn 3ubej: m unb bic Sfnja^t aller 
fBinotniatSocfficicntcn beträgt m -{- 1. 

3ur Sfbfürjung bejeid^net man aucf) mol^f bie fBinomiatSoeffi' 
cienten ber mten ^otenj ber Steige naä) bnxä) 

(m)o , (m), , (iii)a , (m)s u. f. tu. 

fo ba^ ber üorige Sel;rfafe auSgebrüdft mirb burt!^ bie ©lei^ung 

(a + 6)"^ = (m)o a"^ + rm)i a*^^ 6 + (m), a'"-* 6» 

> (m)3 a*»-' 6» + +ifn)^b- 

WO man affo ^at 

(«)o = 1 

(m)i = m 

, V m (m — 1) 

, V m (m — 1) (m — 2) 
^"*^» = 1.2.3 



Sfffgemein ifl ber fBinomiaf::(S:oeffxrient ber mten ^otetij üom 
Snbejr r 

171 (m — 1) (m — 2) . . . (m — r + l) 



{m\ = 



1.2.3. 



Sfnmertung. SJtan tann bemerfen, ba^ (fn\ ibentifc^ mit 
C (m\ ifl (fielje §. 27) unb beS^alb atte Se^rfäfee über fBinomiaU 
(Soeffirieuten iugfeid^ 8el;rrdfce über (Kombinationen fxnb. 

§. 36. 

Sel^rfa^. ®ie ®iimme atter 83inontial s goefficientcn 
bet: mten ^otcnj ijl = 2*". 

Ober es ijl 

2 = 1 + m + — 1— 2~ i 1.2.3 h • • • + 1- 

"sS)tx 83elüeia ergiebt fid^ teic^t, menn man überlegt, baf i\a6} 

, • r §. 34 geführten S3etüeife biefe ©umme nid^ta anberea ijl 

^^ ^Ui^^t^ai)l ber Variationen mit SBieber^otung au8 2 Elementen 

«WiieSf,.^ alfo = 2™ (f. §. 33). 

i»r (klaffe « 



Btoetter ttbf(^nttt. 39 

3ti>6) fürjcr tann man btn SSeweiö führen,, inbem man in bcr 
€nttDi(fcIunö üon (a + 4^ foiDoI;! « = 1 als ant^ 6 = 1 fcfet, 
toobuxäj biefe gntoicfelung in (l + ^T = 2^" übergej^t. 

Sfnmerfung. ©inen ä^nliti^en ®afe er[;ält man, mnxx man 
in bcr (gntmidfelung üon (a + 6)*" fubjHtuirt a = 1 nnb 6 == — 1^ 
ttjoburdi bicfelbe in (1 — 1)*^ = übcrgeßt. '^axxn l)at man 

. , m(m — 1) m(m — l)(m — 2) , 

1 _ ^ + -1-2 - 1,2.3 + • . • = 

Wofür man au(!^ fc^reiben fann 

1 _I_ w» (*? — I 1^ m (m — 1) rw — 2) , 

1 i YT2 r- »• -r 1.2; 3 r ••• 

b. f). bie (Summe aller 83inomiat6oefficienten mit gerabem Snbejr, 

in irgenb einer ^otenj genommen, ifl gleid^ ber (Summe aller mit 

ungerabem Snbejr, alfo jebe berfelben= 2*"""*. 

i. 

§. 37.^ 

Sel^tfa^. 3ebe jivei 83inomiafc6oefficienten irgenb einer 
^otenj, mli)t gtei(|n?eit i?ont Stnfange unb (^xxbt ber gleite 
5iefer Soefficienten abfielen, finb gleid; gro^- 

Ober in 83udjjlaben 

SSemeiS. Srtan fe^e für biefe beiben SSinomial-Goeffirienten itjre 
SBertr;e, nämlid^ 

, V m (m — 1) (m — 2) . . . (m — r + 1) 

W'^ 1 . a . 3 . . . r / . ■ 

■ t 

unb inbem man hierin m — r flatt r fubflituirt 

, . _ m (m-l) (m-2)«.. (r + 1) 
{mjfo-r — 1 . 2 . 3 . . . (m - r) • 

©offen biefe beiben SSrüe^e Dergtid^en trerben, fo multiplicire man 
3ä^Ier unb S^enner einea jeben mit bem SJtenner bea anberen. 9fla- 
bann erfc^eint in jebem ber beiben 3ät;Ier baa ^robuct affer ganjen 
ijal;len oon 1 bia mj alfo fmb beibe Soefficienten gleich gro^. 

9Jlan fann nocf) bemerfen, ba^ bie S3inomiaU6oefficienten einer 
jeben ^otenj bia jur 9)litte ber Sleifje biefer Soefpcienten toadifeti 
nnb Don ba trieber abnet;men. 



40 9(iM(9fi«« 

gemer wenn m gerabi ifl, fo giebt tB rinen mittleren ©inomial:^ 
Soefficienten^ bagegen wenn m ungerabe i% jn^ei mittlere S3inomiaI^ 
Soefflrienten. 3ener mittlere unb biefe beiben mittleren SSinomiöt 
Soefjlcienten finb größer att alle oor^erge^enben unb nac^folgenben 
Soefprienten berfelben ^oten^ 

§. 38. 

Srl^tfa^. SBenn man ju irgenb einem SSlnomlatgoefs^ 
flrienten irgenb einer ^otenj ben nÄ^fltJorl^ergel^enben 
SSinomiatgoefjlcienten berfelben ^otenj abbirt, fo erl^ätt 
man bm aSinomiatSoefflcienten bet ndd^fl^ö^eren ^otenj 
ton bemfelben Snbej:, »ie bet crfte. 

Ober in 83u(i^flaben 

(m + i\ = (m\ + (m)^_,. 

SSeiüeie, SWan fe^e^ für biefe brei SSinomial:: Soefflrienten i^re 
SBert^e, nämlid^: 

. . m(m— 1) (m — 2)...(ift«-r+l) 
^"^^^ " 1 . 2 . 3 . . . r 

unb inbem man hierin r — 1 flatt r fubjHtuirt 

, . m (m — I) (m-~2)...(w — r4 - ^) 

Wr-i = 1.2.3... (r-I)~ 

unb inbem man ebenbafelbfl m + 1 jlatt m fubfHtuirt 

(m + 1), - 1 . 2 . 3 . . . r * 

Um bie beiben erflen Sfuöbrüdfe ju abbiren, fann man fie auf 
bie formen bringen 

. V m (m — 1) (m — 2) . . . (m — r + ^) m — r+1 

Wr— 1.2.3... (r— 1) ' r 



(«)r-l 



m (m — 1) (m — 2) . . . (m — r-f 2) r 

~ 1.2.3... (r— 1~- 7 

^ieraud folgt burd^ ^bbition 

, X I / N m (m — 1) (m — 2) ... (« — r + 2) m-fl 

unb tiefet ^uSbrud ifl genau ibentift^ mit bem oben gefdiriebenem 
«uebrutfefür (m + l)^ 



SBciWttfifl mafl bemertt werben, ba$ bie «ic^tigfeit Wefeö fyif)x^ 
fa^eO auä) fd^on au6 §. 187 - btt ^Trit^metif au9 5er Vrt unb 
Sßeife, wie bort bie ^otenjen eine6 SSmomii burc^ fuccef|lt7e SDluItU 
|)Hcation gebilbet werben, erfannt werben lann. 

aSermöge biefea 8e]^rfa|eö ifl e6 leitet, burc^ 6(ofe Sfbbition au§ 
ben SSinomiatSoefflrienten irgenb einer ^otenj fämmtß^e SSinomiats 
Goeflirienten ber nä^fl^ö^eren ^otenj ^erjuleiten. ©d^reitet man 
mit biefem SJerfal^ren Don ber erfüen ^otenj jur jWeiten, t)on biefer 
jur britten u. f. w. fort, fo erhält man bie folgenbe Sabette, welti^e 
burc^ Sfbbition beliebig weit fortgefe^t werben fann. 

Sabrttr Ux fltnomial-Corfficirtitfti. 
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Sfnmerfung. 35er tjorfiel&enbe ße^rfaft fann auf me^r aft eine 
SCrt erweitert werben. Sfbgefe^en Don ben beiben leidet nad^weiös^ 
baren ®Ieic^ungen 

{m + i\ = {mX^, + (m-l),^i + («-2),., + . . . + 1 

(m+l\ = («), + (m-l),^, + (iü-2),^. + . . . + 1 

meldte burd^ fortgefe^te Sfnwenbung bed Se^rfa^ed ft^ ergeben unb 



42 . 9(na(9|l^. 

an btx Dörflel^enben %abt\it leicht iffujhirt iotxbtn tdnntn, möge 
l^ier no(^ bcr folgcnbe gatt befonbere'grmä^nung finben. 

SEBenn man baa flir (w+l)r bciüicfene @efe| ferner- auf 
(m + 2)^, (m 4- 3X «•• antpen.bet, fo erhält man na^ unb nad^ 

(m + 2), =;=(m+l), + (m+l)_, 

= ("»)r + Wr-l 

+ (m)r-l + (ffl)r-f 

(m + 3), = (m + 2), + (m + 2),^x " 
= (»»)r + 2 (m),_, + (m)^_a 

+ («)r-l + 2 (w)r-2 + («»)r-JI 



= (mX + 3 (m)^_i + 3 (m),., + (m),_5. 
u. f. tu. 

§ier fe^rt, toit man jle^t, baafefbe ®efefe tuieber tuie bei ber JBitbung 
ber fucceffiüen ^otenjen eine6 SSinomii, unb man fann beS^atb o^ne 
S3eiteve8 fd^reiben 

(m-^-nX = (m), + (mX_, (n\ + (m),_, («), + (m),_3 («)3 

+ . . . (nX. 

35a, tüie ftt^ im fotgenben Wbfd^nitte jeigen mirb, bie fBitbung 
ber SinomiaUßoefficienten bei negativen unb gebro^enen gjcpo- 
nenten unt?eränbert biefelbe bleibt roie oben, fo gilt au^ biefe le^te 
®leid)ung nod^ bann, menn m unb n negatiDe ganje 3a^Ien ober 
SSrix^e fmb. 



Strittet Sfbfc^nltt. 
@nttot(FeIttng ber S3inomiQ(rei|e. 



§. 39. 

©rHänmg. Unter ber asinontialrel^e t^erfle^t man 
blejenige uucjibtiiäöe Sielte, tpetd^e bur^ bie ©nttPlrfelunfl 



■> 



(Dritter «bfc^nitt. 43 

itt ^otcttj (l + a?)** riati^ 5er ^ariptia^ x entließt, tDenn 
m eine beliebige reelle ^a^i \% 

3m §. 34 tDurbe fti^on unter bem Slamen bcS binomifd^en 
ße^rfafeeö bie (gntoitfelung einer ^oteuj (ö + ^r fl^fl^ben, jcboc^ 
nur unter ber fBefti^ränfung , ba^ ber ßjrponent m eine abfolute 
ganje ^oijl fei. §fu(i^ ift bie bafelbjl erl^aftcne Steige feine unenb:? 
lic^e, fonbem eine gcfcf)Ioflene, mie eS ber Statur ber bortigen Sfb^ 
leitung entfpriti^t. 3i)iefen 8e^rfa| ba^in ju Deraffgemcinern, ha^ 
b\t gebatikte ©ef(i|ränfung megfäfft, ifl ber ^mA ber ^ier angu- 
flettenben Unterfut^ung. 

§. 40. 

Srl^rfa^* @6 ifl für iinenbti^ abne^menbe SCBert^e öon 6 

lim ^^ — ^—^ =3 n 

xoo n eine beliebige reelle ^cüji bebeutet. 

.-.SSemeie. . 1) ga fei n eine abfolute ganje 3a^I. 35ann erl^ätt 
man burii^ Sfniüenbung bea binomifd^en ße^rfa^ca §. 34 

(l + 8r =• 1 +n8 + 'LC'Lr.Ds« + ^ V.^2^.%''''^ ^' 

' + . . . 8** 
folglid^ 

— 8 — -'* + nrr2-^-^ 1.2.3 — ^ 

+ . . . 8'^-\ 

Saft man hierin 8 unenblici^ abnehmen, fo üerf(i|tüinben auf ber 
reti^ten ©eite ber ©leid^ung alle ©lieber mit Sfuana^me bea erften, 
unb man erl;ält alfo 

hm ^^ — ^—i = n. 



•2) @a fei n eine negative ganje 3al;t = — r. 35ann giebt 
eine einfadie Umformung 

8 8 • (l+Sf 
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alfo ttmb, tuenn 8 unenblid^ abnimmt, mit SSenufeung be§ unter 1) 
flefunbenen Stefuttatö 

lim il±ipnl = - r. 
3) ga fei n ein 93ru^ == j. SWan fefee 

(1+8)*=1+E 

olfo 

8 = (1 + £)» — 1 

voo t eine jugleic^ mit 8 unenbfid) abnel;menbe 3aI;I bebeutet* 
\^ T)Vixi) ©ubflitution biefer SEBert^e erhält man 

iL 
(1 + 8) ff - 1 _ (1 +8)^ — 1 

5. i. = 



(i + *)*-! 



8 

unb menn man 8 unb folglich aud^ e unenblid^ abnehmen W^t 
unb babei auf ber reii^ten Seite biefer ©Weisung im 3ä^Ier unb 
Slenner ba6 in 1) gefunbene Jftefultat benuftt, fo folgt 

lim (i+4^ = L 

8 q 



§.41. 

Sel^rfa^. @6 iji für unenbtti^ abne^menbe SSBert^e btt 
JDifferenj y — x 



= nx' 



lim ?-niL = - --n-i 



tro w eine beliebige reelle 3^^! bebeiitet. 

S3 ,h)ei6. SWan fefce y = a? (1 + 8), tpo 8 eine unenblid^ aBs 
ne^menbe 3<t§l bebeutet. S)ann ^at man 

y — dP ~ 8 • * 



^Dritter «ifi^nttt. 45 

folglich nai) btm öorigen ^axaQxapfftn, tütnn y — j? unb alfo 
4u^ 8 unmbUd^ abnimmt 

yn __ /*w 
1.01 — = n^'^\ 

«nmerf ung. Diefer ße^rfafe fann aud^ felbftänbig, ol^nc 3urü*== 

ftt^rung auf §. 40, bciüiefen merben, mobei man wie bort ju untere 

fi^elbm f)at, ob n eine abfofute ganje 3al^t, eine negative ganje 

[ 3a^t ober ein i&vui) ifl. Dies wirb iebod^ ^ier nit^t weiter au6* 

geführt. 

§. 42. 

Sel^rfa^* ®ie (SnttültfeUmg btt ^otenj (1 + xy, ido 
m eine beliebige reelle 3^^! bebeutet, giebt fotgenbe Steige 

H ^^-| — j-^^-g — ^ a?' + . . . la inf. 

iDiefe Steige ifi bie 83 in omia treibe. 

S&eweia. 9Jlan wenbe baS im §. 16 befcf^riebene ©erfahren an 
unb fefee btn gegebenen Sfuabrutf gleidfi einer Steige mit üorräufig 
unbejKmmten ßoefpcienten 

(1 -f- a;)^ = ao + a,x + a,a?* + a^x' + . . . (1.) 

a)ann ijl auc^, inbem y fiatt x gefefet wirb 

(1 4-y)'« = 00 + «ly + öay' + Ö3y' + . . . 
folglich 

(1 +yr - (l +^r = a,(y-rr) + ö,(y« -. x') 

+ ös(y' — 0?') + . . . 

unb wenn man biefe ©reic^ung burd^ (1 + y) — (1 + ^) = y — ^ 
biüibirt 

8äßt man Ijierin bie 3)ifferenj y — a? unmblicii a6net;men, fo folgt 
üermöge be6 vorigen ße^rfafeea 

w (l + xy-' = «1 + 2a^x -f- 3^,0?* + . . . (2.) 
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Um jefet bie beiben Striaen (1.) unb (2.) mxQlti6)tn ju föniien, 
multiplicire -man bie erfte mit m unb bie jweite mit 1 +. x. S)ann 
lüirb au8 (1.) 

m (1 +^)'* = ^^0 -h möiü? + nirta^' + ma^x^ + • •• 
unb auö (2.) 
m (1 + ir)«» = ai + (2«, + a,)x + (3ös + 2a,)x' + . . . 

^ierauö folgt nai) §.15 
2«a + flfi = »>«i miti;m «a == —2 — ^1 = i~r"2 ^** 

OÖ3 + 2^2 = *Wöa </ Ö3 = — g — 02 

m (m — 1) (m — 2) 

~ 1.2.3 

alfo r;at man 

(1 + a?r = ao + maox + ^^^"'";^^ «oo:* 

I m (m-i) (m — 2) ^^31 
"T 1.2.3 ^«»^ "T • • • 

Sefet bleibt noc^ ber Soeffirient «o ju befümmen. 3u bem Stottt 
fefee man a? = 0. 2)ann trirb auö biefer legten ©leit^ung 

mithin «o = 1 ober, trenn m ein SSrud^ mit gerabem JTlenner ift, 
öo = + !• SBenn man alfo auc^ in biefem legten Salle nur btn 
pofitiüen SSJertfj ber ^otenj auSbrüdPen miff, fo ^at man allgemein 
«0 = 1 ju fefcen unb gelangt bamit fdilieflid) ju ber oben auffe 
geseilten 83inomiaIrei^e. 

§. 43. 

ßel^rfa^. ®ie asinomiatrei^e ift eine gefc^tojfenc Steige, • 
mnn ber (Sjcponent eine abfotute ganje 3ct^t ifi- 3ti atten 
anberen fJäUen ifl ftc eine unenbttc^e Steige. 

S3ett?ei6. @oH bie 3leif;e eine gefdjiojfene 9tei^e mcrben, fo 
muffen, tjmi einer bcfKmmten ©teile anfangenb, bie Soefflrienten 



brrfelbm ju 5Rutt »erben. 5Run ijl btx nttgemeine Sfuabnidt beS 
rten (Soefprienten ber fBinomialrci^e 

m (m — 1) (m — 2) ... (m — r+1) 



ör = 



... 



tinb foff biefer, unb miÄjin and) alle fofgenben ju 9Tutt werben, 

fo tnufi man f)adtn 

wi — r + 1 = 

b. i. r «= m+ 1. 

3)er burd^ biefe Oleit^unfl befHmmte SSJertf; tjon r ifl aber immer 
bann, unb mir bann möglid^, mnn m eine abfolute ganje äa^ ijl. 
®ie Sinomialrei^e für htn Sali, mo ber ©rponent eine abfolute 
: gattje ^cS^l iji, liefert genau n^ieber izn binomifd^en 8e^rfa| bt% 
§. 34 unb toirb beS^alb ^ier nidjt weiter betrai^tet. 35ie folgenben 
Unterfui^ungen Ijaben ea nur mit ber unenblic^en ©inomialrei^e 
ju tt)un. 

§. 44. 

ßel^rfa^. S)ie unenblic^e SSinomiatrei^e atö @nttt?idfe=: 
Iimg ber ^otenj (1 + xy ifl eine conDergitenbe giet^e 
für atte atgebraCf^en SBert^e t>on rr, tt?eld;c jwifc^en htn 
3öert^en a: = + 1 unb x =^ — i liegen, bagegen eine 
ftlüergirenbe Sielte für alle SBert^e i^on x, m\ä)t aufer^^ 
l^atb ber gebuchten \)niitxi ©c^ranfen enthalten finb. 

SSemeia. ©etrat^tet man bie Soefficienten a,. unb a^x ber 83i^ 
nomialrei^e, fo \)o\ man 

m («1 — 1) (w — 2) . . . (m — r + 1) 



fofglid^ 



^*^ ~ 1.2.3 . . . r 

m (m — 1) (w — 2) . . . (m — r) 

^^^ ~ 1.2.3... (r+1) 



r4- 1 * 



ö^ r + 1 ' * r-\- 

unb ^ieraua für madjfenbe 3öertf;e uon r 

lim ?^ = - 1 

woraua mä) §. 14 ber ju betreifenbe ©afe folgt. 
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S)ie unenbßd^e S3inomia(rtt§e tann btmnai) jur fStttiftinn^ btt 
SEBtrt^t 5er ^ottnj (1 + a?)~ unmittettar nur gebraucht tottbm, 
fo lange bie ©afiS 1 + o? jwifd^en ben SBert^en unb 2 entsaften 
ift. 9fu(^ ift fofort Kar, ba^ bie Steige bejio rafc^er conüergiren 
tpirb; je Heiner man 9, feinem 3a^toert^e naä), annimmt. 9&r 
l^inrei(i^enb Reine SIBert^e üon x fann man fe{6{l fd^on bie Steige 
auf i^re beiben erfleu ©Heber rebuciren, inbem man fefet 

(l -f- a?)"* = 1 + ^^ 
t)on metc^er ®(ei(^ung ein fe^r häufiger ®tixan6) gemacht toixb. 

@o ifl i- ». yJ|5 = 0,988 unb X^Tfii2 = i,004, tüo im erflen 

gatte m ÄS — 1 unb im jttciten Salle m = | war unb bie Stt^ 
fuftate auf brei Derimalflellen genau flnb. 

§. 45- 

dttfa^* Sür negative ®]cj)onenten nimmt bie SSinomiafc 
rei^c bie ©ejlatt an 

(l-f-a?) =1-110?+ 12^ 1.2.3 * 

+ ... In inf/ 

3)iefe Steige ergiebt fid^, wenn man in ber allgemeinen SSinomiat 
rei^e (§. 42) bie ©ubfHtution m = — n vornimmt. 

3)a man immer l^at 

(i+xr = (^)" 

unb menn 1 + a? jwif^en unb 2 liegt, j-jt^ jrüifc^en oo unb -J 

enthalten fein mirb, fo fie^t man leidet, ba^ bnxä) biefe Steige offe 
^otenjen, beren ©ajiö jmifc^en oo unb | liegt, berechnet »erben 
fönneh. SSon biefer 83emerfung wirb unten (§. 47, STuff. 2) eine 
verallgemeinerte ?fntt)enbung gemacht merben. 

§. 46. 

tttfa^. Süt pofltitje unb negative a5tuc^=:ßjr<)onenten [ 
^.imt bie JBinomtatrei^e bie fotgenben ©ejlatten an 



.j 
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^ ' ■' ' } ' q . lg 

(1 4.a;)-7 = 1 _ £ -r + Pi?±i>x' 
\ t y g g * ^g 

_ p (p + y)(p + ^7) ^8 , 

g . 2q , 3g ^ "f • • • 

3>iefe älti^tn entflet;en, wenn man in ber allgemeinen 93inomiat 

rei^e (§. 42) bie (SnbfKtutionen m = — unb m = — — au9== 
ffi^rt. ^ 

©ei ber jweiten bicfer Steiften lä^t fic^ bie ©emertung bed Dorigen 
^aragraptjen mieber^olen. 

§. 4T. 

9[ttf0a6e* Söen SBBcrt^ ber 3)otens (a + by ju 6e^ 
ted^nen, tpenn ber SBert^ t?on a * aU befannt boraudgefefet 
Witb xinb b eine fleine ^ai)l bebeutet. 

Sfuflöfnng 1. Solan fefee 

(« + ftr = «*"(! + 7) 

unb entmidfele ben jmeiten Factor biefea legten ^robuctd nad^ ber 
^auptja^l — . 3)amit bie gntiridPelung braui^bar werbe, mu^ bem 

3a^rwertt)e na^ a > J fein, meit nur bann bie entflef^enbe 9leit;e 
conüergirt. 

«fuflüfung 2. SOtan fefee 



m 



— m 
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unb cntttidPcIc 5en jtreiten Scictor bicfeS legten ^robucta n( 

^auptja^l — ^zni' ^^^^* ^^^ ®ntttidPcIung ixanäjiax 

muß bem Scif)lvotvti)t nai) a + 6>6 fein, ireil nur ba 
l)tx\)0XQtf)mbt 9tcil^e conüergirt. 

©cifpici. ®8 fei K"5"ju berechnen. SJlan jerlege bie ^ 
in jmei ^[jeite, üon benen ber erfle eine if;r junäti^jl tiegenbe 
bratja^l ijj, alfo 5 a= 4 + •• 35ann \)at man naij ber % 

vT= K4-+T=2 i/r;4 = 2 [i+i-i - i^( 

~ a.4.6 v,4y ^ 
xmb bie nummfd)e Stec^nung pettt |i^ njie folgt: 

1 = 1,00000 



+ TT = 0.12500 - i|i(i) 







+ ii|(i)*=.,«»9T -L-|(i)-__„ 

1,12600 — 

^fo 1/5"= 2. 1,11803 = 2,23606, wo nur bie tefete 3itj 
[liltx ift, ba ber gaitje in ber üorfle^enben 3tec^nitng wcgg 
Slej! weniger a(d 

1,1.3.5.7.9.11 /-IN' «„„«««, 

2.4.6.8.10 n.u lO =0,000001 

beträgt (üergf. §. 10). 
Ober mü) Sfuff. 2. 
1/5- = 1/4+1 =2(1-!)-^ = 2 [l+H 

»0 bit numerifdje 9le(i)nung fotgenbe ijl 
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1 = 1,00000 



+ -i-J =0,10000 

,01500 



+ OTe G)' = 0,00250 



00008 



_1_ ^-3.5.7.9 /^£"N* _ « 
"T" 2.4.6.8.10^.5^ ~ ' 

1,11803 

^ «rfo VT«= 2 . 1,11803 = 2,23606 toie üor^in, wo triebet nur 
We lefete 3lffer unfid^er ifl, wie jt^ au8 §. II, Sfnmcrf. 2 nat^^ 
»eifen läf t. 

Sine fd)neffere Sontjergenj fann man err;alten, menn man bie 
gegebene 3cit;I 5 jutjor mit einer folc^en Huabratja^I multiplicirt, 
böf ba6 ^robuct fe^r nat;e an eine Quabratjaf;! fommt. S)aju 
eignet fxä) im tjorliegenben gaffe bie 3a^I 16, ba 5.16 nahe an 81 
hmmt, unb'man mirb alfo naij Sfufl. 1 fefecn 

-Lfi i 1 _ "1 

~~ 4 |_* — 2 81 •••J 

unb bie numtnft^e 9lt(^nung toirb 

1 = 1,00000 — —^ = — 0,00617 

- o<gr)' = - 0.00002 



0,00619 



Sttfo Vb =j. 0,99381 = 2,23607. 



4* 
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Vna(9fU. 



Ober nad) Sfuft. 2 

WO bie tittmmf(^e ätec^nung ivicb 

1 = 1.00000 



- ¥-^ = - 0.00625 



+ H Q' = 0. 



00006 



1,00006 



— 9 



m\o 1/5=1- 0,99381 = 2,23607 tt)ic üor^iii. 

Die t?ür|le^enbeu JRefuItate laffen fic^ leidet bnxij ßoflarit^mi 
prüfen, ©d fanu at»er Säffe gebeti, in benen man eine gefuc^l 
*potenj auf eine fo gro^e Sfnja^I i?on 3)ecimalflellen ju btrec^i 
üerlangt, ba^ baOei äffe logaritI;mifd^en Xafeln im ®ü6) Ic 
3n folgen ??ilffen finben bie üorfteljenben SJlet^oben i^re cigentT« 
?fntüenbnng. 



SBierter Sfbfc^nitt- 
mifd^en 9leil^e. 



Mt (Srponrntialrrtiir. 

§.48. 

föirffärang. Unter ber gjrponentiattei^c öi 
man bvjenige unenbü^e Steige, tt^etdje bixxä) bie (SnttiHtf 
tung ber ^otenj a* nad^ btt ^a\xptiaf)l x entfielt, m 
eine 6eße6tbe |)ofltiüe 3ct^l bebeutet. 



j 



mtxttx )l(f(|nilt. 
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Solan fann anä) fflgeii, bic (S]cpomntxcilxt\l)t fleße bic ©ntttiefelung 
riner 3äf)l burc^ i^reii 8ogarit^mu8 bar. J)enn Me SSejie^uuß 
ijjöifc^cn einer ^otenj unb ifjrem Sjrponeuten ifl ibeutifc^ mit ber^ 
^jentgeti jtüifd^en einer 3a^I unb il;rcm ßoßarit^mua. 

Der ®mnb, wee^alb negative SBertfje ber SSafia a außgefd^Ioffen 

iflei&en müjfen, ijl ber nämüt^e, melc^er in jebem logaritfjmifd^en 

[®5fleme jlattflnbet, nämfid^ um nid^t in Satten, voo man für x 

finen ffiruci^ mit gerabem Slenner fe|t, auf imaginäre SBert^ ber 

^otenj ju gelangen, bie I;ier not^ nii)t betrautet merben. 



§. 49. 

Sel^rfa^. gs ifl für unenbttd; tpa^fenbe SBert^e \)on m 
^"^(j+O^ =^ + ^+r2 + Ats-^ 1:2X4 

+ ... in inf. 

fBeroeia. @e^t man in ber 85inomiaIreif;e (§.42), in meld^er 
>• 1 fei, x = — , fo erhält man bie folgenbe conüergirenbe 
tti^e 

^ ^ mj — ^ ^ ^'m ^ 1.2 m'' 

m(OT — l)(m — 2) 1 



TT 
friede man anif umformen Tann in 



m- 



+ ... 



t* + 0" = ^ + ^ + 



+ 



• o-bo-i) 



1.2.3 



+ ... 



' ßäft man hierin m unenbliti) mac^fen, fo folgt fofort bie oben 
LufgcfleOte ©leid^ung. 

s ffnmerfung. 3)ie ßonüergetij ber im Se^rfafee aufgehellten 
Rei^e, totlijt l^ier auö bem JBemeife t?on felbfl folgt, ifl axxij bereits 
|abf*änW9 bettriefen im §. 11, 
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§. 50. 

dttfa^* ®6 ijl au^ für uncnbli^ atnel^menbe 9Be 
Don a 

lim (l 4.af = 1 + 1 + ^ + j4:3 + jp^ 

+ • . • in 

3)ie$ folgt au6 bcm öorigen Setjrfafee, wenn man barin m = 

fubflituirt. 

ajlan fann aber aud^ 5en SSemeiS ä^nlid^ mie ben üorigen 
mittelbar auS §. 42 fütjren. 

§. 51. 

@rftarung. Unter 5er M^l e t?erfte^t man 5ie ©un 
ber unenbtt^en Steige 

11 1 

* + 1 + 1:5 + ro + 172X4 + • • • i" i"f- 

Um ben SBert^ biefer äa^l ^ ju finben, fann man ?5ofgei 
bemerfcn. 

1) 3)ie 3a§l e liegt jmif^en hin ganjen 3aI;Ien 2 unb 3. 2 
ba^ e > 2 ifl, folgt fd)on auS ber S3etrad^tung ber beiben ei 
(Slieber ber Steige. SBergfeid^t man ferner htn 9tefl ber Steige 

T7i + rXä + 1.2.3.4 +•••»« iJ^f- 

mit ber geometrifdjen ^rogrefjlon 

111 

2 + 2^ + 28" + ' • • ^° ^"^* 

beren ©umme = 1 \% fo fielet man leidet, ^0.% jener Jftefl mer 
beträgt afs biefe Summe, alfo e < 3 fein mu^. 

2) S)ie 3a^I e ifl irrational. 3)enn e6 fei ^ gfeic^ einem r( 

naien SSru^e A fo ^Oi% man Iiabe 
« 111 

- = 1 + 1 + j^ + rO + 07374 + • • • « «nf- 

froHlHjoririrt man biefe ®trid|img mit 5em ^robuttt 1.2.3...f 



i&tericr Vbf((nttt. 
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erhält man auf 5er linfen @ette eine ganje 3^% dagegen auf 5er 
redeten ©eite eine ganje 3a^I nebfl 5em SBert^e 

rR "^ (Thtff^ + (7+i)(^+-^)u+3) + ••• *° '''^• 

»etiler weniger beträgt ala 5ie Summe 5er geometrift^en ^rogreffion 

[i. i. tt)eniger al8 —5 maS ein 2Bi5erfpru(^ iff. 

3) S)ie toirHi^e Slec^nung giett e = 2,7182 8182 8459 . . . 



§. 52. 

Sel^rfa^. S)ie gntwirfetung 5er ^otenj e' giebt 5ic 

^ = l + a? + ^ + j^ + j-i^ + ... in kf. 

®iefe Steige ift 5ie ®j:ponentialrei[;e für 5en befon5eren ^att 
btx aSafiö e. 
. 85 e» ei 9. ©efet man in 5er a3inomiaIrei[;e (§. 42) an 5ie ©teile 

' von X 5en SEBertl^ -, fo erhält man, fo lange x <^m bleibt, 5ie 
' ftolgenbe cont)ergiren5e Steige 

i»(m~l)(m-2) i^£>w» 
"r 1.2,3 \,m) "«"••• 

toeCci^e man aud^ umformen fann in ^ 

+ 1)"='+'+^^ 

"T 1.2.3 * -r •'• 

9tun ijl fftr unenbßc^ toadjfenbe SBert^t uoii m 



a;' 



«-0+=)'= 



e 
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ba re offenbar in btm SSctücife beö §. 49 nid)t6 än&ert, tDenn mnn 
barin -- jlatt m fc^rcibt^ folglid^ ift 

nnb man rrtjält mithin alö ©renjc für mat^fcnbe m anö ber üor:= 
|iel;ent)en ©leid^nng genau bie ©e^auptung beS 8cf;rfafee6. 

9[nmer!ung. I)a5 bie in biefem ße^rfafee aufgeteilte JWeifjc 
für \tbm SBäertI; t?on a? cont?ergire, folgt nid)t nur aua bem t>ors= 
fiet;enben S3emeife, fonbern ift au^ bereits fetbjlänbig beriefen 
im §. 14. 

§. 53. 

Sel^rfa^* S)ie ©ntn^irfelung ber ^otenj a^, in ml^tt 
a eint betiebige |)ojitit>e ^a^ bebeutet, giebt bie JRei^e 

a« = 1 + ^. ;^^-« + ~c^y + mCr-y 

' log e ' 1.2 \^log ej ' 1.2.3 \\o% ej 

+ ... in inl 

WO bie bur^ log angejeigten ßogarit^meu für einerlei: 
Jeboc^ tjottfommen beliebige ©aftö ju neunten finb. 

Diefe 9lei^e ifl bie ©rponentialreilje für eine beliebige Sajtö. 

aSemeiö. Um a* al8 ^otenj oon e au6jubrüdfen, fe^e mtu 
ß* = ^^ iüorau6 für ein beliebiges logarit[;mifc^e8 ®l;ftem folgt 

a?.log a = y. log e 

• x.\o% a 

log c ^ 



nlfo 

ar = e 



log g 



I)ie 6nttt)icfelung biefer testen ^otenj nat^ §. 52 liefert be: 
obigen 8e^rfa|. 

Man fann bemerfen, ba^ totww bie ^ier t?orfommenben 8ogr» 
ritljmen im ©^ffeme ber SajtS a genommen merben, log a = 
ju fe|en ipj werben fie bagegen im ©tjfteme ber 83ajta e genommen 
fo ^(A man log e = 1 ju fe^en. 



Bie l0gnntl)inifci|r llrtijr. 

§. 54. 

Grflärung* Unter bcr togarit^mif^en Sftei^c \)tx^ 
fte^t man biejenigc x\mr\bl\d)t Steige, mldjt bnxä) bxt &nU 

a 

Jpidfetung tjon log (1 + x) nad) bcr ^atiptja^t ^ entjle^t, 
wo bie SSajle a eine beliebige pofttite 3a^t ijt. 

^ie Io9aritf;inifc^e Steige löft 5ie umoefe[;rtc 9fufga6e Don ter:= 
_ ienigen ber gyponentialrei^e. I)enn in ber festeren wirb bie ^otenj 
bur^ btn Opponenten, bagegen in ber erfleten ber ©rponent burc^ 
bic ^otenj ciu6gebrü(ft. 

§. 55. 

fiel^rfo^. @6 iji für unenbli^ abne^menbe SKert^e 
öon m 

lim (^+^r-i _ !og_a+£) 

m log 6 

too bie angejeigten ßogarit^men für einerlei, jebo^ t)oU=^ 
foinmen beliebige aSajie jn nehmen finb. 

aSeweiö. Da (1 + ^r)"* fttt abncl;nienbe Sa}ertf;e t)on «i bie 
®reiije 1 ^at, fo fann man fefeen 

(1+^r = 1 + 8 

too 8 eine jngleid^ mit m unenblid) abnef;menbe 3ar}f bebeutet. 
S:>otaua folgt für ein beliebigea logaritf^mift^ca @l?Pem 

m\og(l + x) = log (1+8) 

,;, = W(l + ^) 

log {\+ÜP)' 

5)iir(^ ©ubfHtution biefer SBert^e erteilt man 

(i + j?r-i ^ log (1 + 3^) 
^^ logCi+ß)"^ 

*iöorou6 burcl) nnenblid) abne[;menbe Sßert^e t)on m, unb folglid? 
ÄUc^ t)on 8, man unter 3ujiet;ung Don §. 50 ju ber SSe^auptunf 
l>e$ gf^rfafeea gelangt. 
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§. 56. 

SeJ^rfa^. S)ic @nt»itfetimg Don log (1 + a?), wo blc 
S5afl8 a eine beliebige ^^ofititje ^ct^t x% giebt bic Steige 

log (1 +ir) = log e. yx~ ^ + ^ — j + .•. in inf.J 

.35iefe SleiDe ifl 5ie rogaritt;mifc^e Steige. 
SSemeia. Sfua 5er ©momialrei^e §.42 eri;ält man unmittelbar 

0^±xr_^i _ ^^^^ (m.^l)(m-2) 

m ^^ 2 »^ 2.3 

, (m~-t) (m-2)(m~3) , , 
■T 2.3.4 ^ ■^"• 

lüeld^e 9leif;e für je5en SBert^ üon x jttjifd^en a? = + 1 uiifa a? 
= — 1 conüergirt, meldten SBert^ axxi) ber ©jrponent m I;abeu mag. 
8äft man [;ieriu m unenblic^ abnehmen, fo folgt mit SlücCfic^t 
Äuf ben oorigen Sef^rfa^ 

'QgO+^) _ a? - f! 4- f! — ^ 4- in inf 
log e ~ ^ 2 + 3 4 ^^ " • *° *"'• 

unb I;ieraua, iubem man bie Sogarit^men auf bie S3afi6 a bejiebt, 
ixt obige Jfteifie. 

§fnmerfung. ®otool;l bie (Sjrponentialreifje als axxi) bie loga^s 
rittjmif^e 9teit;e ift I;ier, mie man fielet, auö ber 53inomiafreit;e ab- 
geleitet tt)orbeu5 bie erflere als ©renje für unenblüi^ toaififenbe m 

X 

(nad^bem juoor x b\xx&} — erfe^t loorben ift) unb bie le^tere als 
©renje für unenblid^ abueßmenbe m. 

§. 57. 

3ufQ^. S5ie togarit^mifÄe Steige conbcrgirt für alle 
SBert^e t?on a?, n^et^e jloifd^en a: = + 1 unb a: = — 1 
liegen, bit>ergirt bagegen für alle SBert^e t>on x, wetd^c 
<^^i>^?r^atb biefer beiben Od^ranfen enthalten jinb. 

®i^^\foIgt aus bem oorigen SSemeife, fann aber aud) felbflänbig 
aus §. l*Vbctoiefen roerben. 

X>ie Iogani*><riTy^^g gj^jj^^ y^^j^ I>ierna(i^ jur SSereti^nung ber fioga^s 
rit^men unmittetb>y ^^^ ^^^^ ^^^^^ gebraucht trerben, welche 



jtüifd^en unb 2 Hegen, unb conüergirt um fo langfamer, je nä^er 
bicfe ScL^Un an unb 2 fommen. Sür fWne SGBert[;e üon » fann 
man übrigens feigen fe^en 

a a 

log (l +a?) = a?.loga 

{. SB. in einer fünfflelligen %afd ber ©riggifc^en ßogarit^men f)at 
man log 1,001 =0,00043, m 0,43.!. nichts anbered ijl al8 ber 
85riggif(i^e Sognrit^mud ber Saljl e (fie^e §. 59). 

©8 ifl inbeffen burd^ geringe Umformungen immer möglich, bie 
Iogaritt;mifd^e Steige anäj jur SSerec^nung ber ßogarit^men t?on 
3äf)kn einjuriti^ten, wet^e niij^t auf baQ Snterüall jtüif^en unb 
2 befd^ränft finb. 5)a man j. 35. fefeen fann 



log(i4:i)=-loga + -) 



unb tvmn 1 + ^ jirif^en unb 2 liegt, qj^ jmifd^en oo nnb 

1 

2" enthalten fein mirb, fo fielet man, wie burc^ biefe Umformung 

Dcrmittelfl ber logaritljmifc^en Steige aud^ bie Logarithmen aller 
Saffltn, meiere jmif^en ex unb -^ liegen, bered^net lüerben fönnen. 
35a man femer ^at 

log(l +x) = log^.(^a? — |- + 1. — ~ ...J 

log (l — x) = log e.^^- a; — -^ — y — -j- . . . J 

tvotau9 tnxij ®u(tracäon folgt 

imb menn 1 + a? jmifc^cn unb 2 liegt, .— ^ jmift^en unb cd 

cntl^aften fein tDirb, fo fiebt man, mie t;ierau6 bie Logarithmen 
fämmtrid^er pofitiüen 3a^len berechnet werben fönnen, mä^renb biefe 
Slritje iUQlnä) ben SSorttjeir bietet, ba^ fie megen SBegfaffS alter 
geraben ^oteujen t)on x fd^neller conüergirt. aSon biefen SBemer^ 
fungen wirb unten Sfntpenbung gemacht werben. 
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§. 58. 

SrflSrung. Unter btn natürlichen Sogarit^men 
l^erjie^t man bie Sogarit^men beSjenigen logarit^mif^en 
©stieme, mlä)t^ bit 3a^t e jur ©aftd i^at. 

3nr ffiejeidjnung ber natürtid^en [ßogarit^men gebraucht 
man btn aSuc^flaben /. 

Sür natürliche 8ogaritl;inen nimmt bic Iogarit[;mifc^e 3lcil;e §. 56 
bie einfad}erc ®ejinft an 

/ (1 + ar) = a? — -^ + -3- — -^- + . . . in inf. 
iinb für 8ogarit[;men irgenb eines anbeten ®l;Pema Ijat man fobann '. 

a a 

log ( l + 0?) = log e. l{l "\-x). 

3nr ©erec^mmg logaritf^mifc^er S^afeln ijl e6 I;iernac^ immer • 
am einfac^jlen, jnerfl eine Safe! ber natürlidjen ßogaritrjmen ju 
bered)nen unb anö biefer fobann t?crmitteljl ber festen ©leic^ung 
bie 8ogaritf;men irgenb einea anberen ©ijftemS abjnfeiten. Darauf 
erflärt fic^ auc^ bie SJenennung „natürliche" ßogarit[;men. 

3)ie natürlichen 8ogaritI)men rtjerben auc^ ^l;perbo[ifd)e 8oga^ 
rit^men genannt, megen einer gerüiffen 85ejiel;nng jnr §^perbel, bie 
bier nic^t erfftntert merbentann. SJlan nennt jie and) S^apier'fci^e 
ßogarit[;men, meil ber (Srfinber ber 8ogaritt;men, 3o[;n Stapicr, 
biirti^ feine Sfnfc^aunng ber ©ad^e jnerjl ju 8ogaritf;men gelangte, 
meldte bcn natürtic^en ßogaritt;men fe^r naf;e !ommen, obtüol;! nid^t 
üottfommen ibentifti^ mit benfelben ftnb. ®enau ebenfo erging eö 
bem bentfc^en (grfinber ber ßogarit[;men , 3njln8 S3t?rg. ®rfl 
SSrigga bat bie je^t attgemein übtid^en ßogaritbmen eingeführt, 
meldje bie 3abl 10 jnr a3afi8 b^ben. 

2Jtan febe bierüber bea SSerf. fünfteilige togarit^mifdj'trigono^ 
metrifd^e S^afefn, 4. ^Tnflage, §. 17 ber ginfeitung. 3)afefbp finbet 
man and^ pag. 116 eine Safel ber natürlicben ßogaritbmen ber 
3abfen üon 1 bis 1000, meiere man bier oerglei^en mag. 

§. 59. 

Srfläruiig. Unter bem 3Jl ob utuö eines togatit^mifc^cn 
@9ftem6 üerfle^t man benjenigen Factor, mit n?eld^em man 



btn natürli^en fiogarit^mud irgenb einet M^l muttipttciren 
mn% um btn ßogarit^mud berfetben ä^^t in bem betref:^ 
fenben logarit^mifi^en (S^jleme jii erhalten. 

3)er 3Jlobufu8 eincö logaritt^mif^cn ©Ijflemö ifl nur t>on ber 
SBajtS bicfcö ©l^flcmö abljängig. aSejcic^net man ben SJlobulua 
für bic 83aft8 a mit M, fo Ijat man 

log(l + x) = jW. Z.(l + x) 
Dber bie affgemeine logarit[;mifd^c Jfteif^e nimmt bic ®eflalt an 

iog{i'{-x) = M.fx -- y + y "" T • • • ""* '"f- ) 
toorin nad^ bem üerigen ^aragrapt;en M btn SBertf; fiat 

M = log e. (1.) 

©tatt biefea SBert6e8 üou Jüf fann man aud) fe^en (?fritt)metif 
§. 278) 

M ==p-^ (2.) 

log a ^ 

lüo bie Logarithmen im 3ä[;Ier unb Solenner für einerlei, fonjl jcbod^ 
Dofffommen beliebige 33aftS genommen irerben müjfenj ober enblic^ 
auäj, wenn man eine Safef ber natürtiefjen ßogaritfjmen afa gegeben 
DorauSfefet, 

^ = /-. (3.) 

1 

35a9 Umgefebrte bt^ SJlobutuö ober ber SBertf; -^ ifl offenbar 

berjenige Factor, mit melc^em man. btn 8ogaritr;mu9 irgenb einer 
3fl^l pir bie Sajtö a multipliciren muf, um ben nati'irtic^en 8oga^ 
rit^muS biefer 3af;I ju erf^alten. 

2für Sriggifc^e ßogarittjmen ifl 

M = 0,4342 9448 19 

-^ = 2,3025 8509 30. 
§. 60. 

9[ttfga6e* ©en ßogarit^mud bon a + ö für irgmb 
eine SBajid ju beregnen, wenn ber ßogarit^muS t^on a für 
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biefelbc aSajlö atö Mannt »oraußgcfefet ttitb, unb i eine 
firtne 3a^t feebeutet 

Sfufföfung 1. SJlan fefec 

log (a + 6) = log a + log (l + 7) 

unb cnttridfele ben jtüeiten ^[;eit biefer ©umme naä) btx ^auptja^l 

b 

—. T)amit bie I;erüorge^cnbc Steige couüergire, tnuf bem 3ö^t 

ir>ertt;e naä) a^ h fein. 

Sfufföfung 2. SJlan fcfee 
log (a + 6) =i= log fl + log (^) = log fl - log (5^^). 

= log fl - log (1 - ^^ p 

unb entmidfcfe ben jroeiten %l)t\{ biefer testen ©urnnie nac^ ber^ 
^auptjaf;! — ^^17^. 3)amit bie 9leir;e conüergire, mu^ bem 3a^U 
mert^e nad^ a + 6 > 6 fein. 

9fuflöfung 3. gjlnn fefec 

log (fl + ^) = log fl + log Q-~) = log fl + log Qa+6-6 ) 



= loga + log ^ 

unb enttt)i(fele ben jireiten Söeil biefer legten Summe nac^ ber 
§auptja[;I ^aA-b ' ^'^^ ^^"^ SSorbifbe ber gntmidfelung Don 

log ,— ^ im §. 57. 3)ie I;ert)orge[;enbe Steige irirb no^ fc^neffer 

conüergiren al8 biejenige ber Dorigen 5fuflöfung, unb jtüar um fo 
meljr, ta in if;r bie geraben ^otenjen ber ^auptjd;! n?egfallen. 

3ur ©erec^nung einer logarit^mifc^en 3!afel ^at man biefe 2Ile5= 
t^oben fo anjuirenben, ha^ man ©d^ritt üor Schritt bie ßogarit^^men 
affer ^rimjat)ten beretj^net, au8 bzmn man fobann bie Sogarit^men 
ber jufammengefe|ten än^fen auf be!annte SBeife ableitet. 



\ 



nUtttt 9(6f(^nttt. 6$ 

»etf|)ier. 68 fei QtQtbtn l 12 = 2,48491 un5 man furfjt 
/ 13. 9la^ ^ufl. 1 etl)m man 

n3 = n2 + Ä - KÄ)' + t(Ä)'- • 

bagegen naä) Wufl. 2 

ns = M2 + B + tG)' + t(Ä)'- 

enMid) narf) Sfitfl. 3 

n3 = /12 + 2.[^ + |(i)'...]. 

iDiefe Ic|tt Sled^nung, meiere bie einfadjjle üon allen ifl, jlcfft fi(fy 
au6fleffl^rt wie folgt: 

1 = 0,04000 



K0 = »■ 



00002 



0,04002 

«fifo / 13 = 2,48491 + 0,08004 = 2,56495, 6i8 auf bie lefete 
©teile genau, ba btx in t)orfle[;enber SRet^mmg tüeggelaffene Jftefl 
weniger als 

b. 1^. toeniger als 

l (ßj-m = 0,00000002 
beträgt (üergl. §. 11 Sfnm. 2). 

3m SSriggifc^en ®t)fleme würbe man, wenn log 12 = 1,079 IS- 
gegeben ifl, au6 biefer testen Slec^nung f^aben 

log 13 = 1,07918 + 0,43429 . 0,08004 = 1,11394 

lüo 0,43429 ber ajlobuina beö S3riggif^en @t;f}em8 ift (§. 59). 

€fnmer!ung. SBenn b fef;r tfein ift im SSergleid^ mit a, fo* 
erl^äft man in Sfufl. 1 einfa^ 

log (ö + J) == log fl + ^ 



^4 9(nari)fte. 

h)o. M bm ajlobuluö 5cd (Si;pemd bebeutet. Sfuf biefer ®lci(^unfl 
benttjt baS (ittv&ljnliijc Snterpoliren ber {ogarit^mifd^en S^afcfaj . 
benn bie fogenannten ^roportionaltfjeife fuib tiid^tö anbereö «18 ble 
SGBertfje 

0,1. 3 f 0,2. 3f 0,3. if/ 0,4. ^f 0,5. ^f 0,6.^ 0,7. Jf 0,8. jy 0,9. Af 
a' a ' a ' a ' «' a' ö'ö'a 



■1 



i5?ihiftcr Sf6fc^nitt. 
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§. 61. 

grflärung. Unter bem Binöfuf l^erfle^t man ben:^ 
jenigen Factor, mit n?el^em man ein gegebenes Kapital 
muttipticiten muf, um hm 3Bert^ biefed Sapitatö nebjl 
3infen nad; Sfblauf eines 3a^r8 ju ermatten. 

(§6 fei a ein gegebene^ jiiiatragcubea Kapital unb r ber gegebene 
3in9fu^. X)auu ifl, ua^ biefer ©rflärung, ber SBertt; biefea (Sas^ 
)3ital9 uebft 3infen nac^ ?fb[auf eiuea Saljrö =^ ar. • 

3u ber geiri^l^nlidjeu 3inared)nung, meiere r;ier als befannt t)ors= 
ausgefegt irirb, pffegt mau bie SSerjiufuug eineS gapitala in ^roeent 
auSjubrütfen. ®arau8 ifl teic^t ber 3in6fu5 in bem obigen Sinne 
abjuleiteu. X^cuu ea betrage bie SSerjinfung p ^rocent^ barm 

liefert i^a^ gapitaf a aw einjäfjrlic&en 3infen ben S3etrag j^, alfo 
betragen Kapital wnii 3infen jufammen wai^i Sfblauf einea 3at)r8 
^ + Y^ b. i. all H"!^)- §ieraua folgt burd) SSergleii^ung 
mit bem Dfiigeu für ben 3inafu^ r ber Söertl;- 

\ ^ = 1 + iSö- 



1 
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Sünftet «Ibfc^nttt. 65 

^0 j. 85. eine aSerjinfung t>on 3, 4, 4\ 2c. ^rocent ergiebt ben 
.3inö^ß 1,03, 1,04, 1,045 2c. S)er 3in8fu5 ifl immer ein SSino^ 
mium, h)elcf)e8 auS ®nS mit einem ange[;ängten , in ber Sieget 
ffeinen SBruc^e befielt 

3umeiren »irb beräinSfnß für eine anbere 3eit==6in^eit als baa 
Sia^x gegeben. 3n folc^en Söffen mu^ bie betreffenbe 3eit'@inbeit 
immer auSbrüilid^ genannt merben. 

Sfnmertung. SDlan fann anc^ f^gni, ber 3inafnp fei ber 
■aBert^ beö Sapitate 1 nebfl 3infen nac^ Sfblauf eines Sa^rS. 

§. 62. 

3ufa^* ^tnn man ein gegebenes ßapitat mit bem um 
^n9 tjerminberten 3inSfufe multipticirt, fo erhält man 
btn SSetrag feiner einjä^rli^en 3infen. 

(So liefert ein gegebenes ßapitaf a ju bem gegebenen 3inSfupe r 
i)ic cinjä^rfitiien 3iufen a{r — 1). S)enn ircnn man ^ierju tüieber 
4t abbirt, fo er^ätt man fi'ir Sapital unb 3infen nac^ Sfblauf beS 
3a^x& btn aSetrag «r, mie oben. 

SEBenn man baS gegebene Eapitaf aud^ burc^ baS jtoeite, britte ac. 
Sal^r oerfofgt unb beflftnbig um feine einiä[;rlic^en 3infen oerme^rt, 
fo nimmt baSfefbe oon Sa^r ju 3a^r bie SBertt;e an 

a, fl + ö(r — 1), a + 2a(r — l), a -}- 3a (r — 1), 2c., 

joA^t eine aritbmetifc^e ^rogreffion bifben. ?Slan nennt 
bieö ein SBac^fen beS SapitalS bnx6j einfadje 3infen. 

SEBenn man bagegen ben gaujen mit bem @(^Iujfe eines \tbtn 
3al^rS gewonnenen SBertf; beS ßapitats jeberjeit im folgenben 3at;re 
Rneber toit jinStragenbeS Sapital betradjtet unb bemgemä^ oerme[;rt, 
fo nimmt baS gegebene Sapitat i?on Sa^r ju 3a[;r bie 2Bertf;e an 



a, ar, ar'^, ar^ , 2C. 



\ot\6)z eine geometrifc^e ^rogreffion bilben. SÄan nennt bieS 
tin SBac^fen beS gapitalS burc^ 3infeSjinfen. 

3m legten f?affe tragen aucE) bie 3infen eines jeben 3a^rS in 
ber Solge n?ieber 3infen (baf;er bie S3enennung 3infcöjinS ober 
3inö auf 3inS), n?aS im erflen gaffe nidjt gefc^iel;t. 

aöittjlrin'« moL mat^matit III. ©b. 1. «bt^. ^ 



66 ^nali^ft«. 

§ier mirb nur üon foltern Sfntücnbungen ber Zinsrechnung b 
3lcbc fein, metc^e ein SBad^fen ber Sapitate burd) 3iufe8jinfe 
Dorauafe^en. 

Bu 3\nfes}insxtfifnnns. 

§. 63. 

ßel^rfa^. SÖenn ein gegebeneö gafiital a ju bem gi 

gebencn 3indfu^c r mit Binfeejinfen rräi^gt, fo mitb b\ 

SSetrag be6fetben nadj ^ Sagten, meld} er c fei, bur^ ß 
©teic^ung gefunben 



c = flr^ 



X)er Setüeie folgt unmittelbar au8 bem teerigen ^arngrap^i 
(man üergteic^e au^ Sfrit^m. §. 169). 

X)ie numerifc^e 9lec^nung mirb fjier immer am bequemfien bur 
ßogarit^men geführt. 66 ijl aber jrüedfmä^ig, um möglidift gcnai 
Jftefuttate ju ertjatten, ben 8ogaritt;mua t)on r auf eine ober jtc 
!DecimaIfleIIen me^r ju nef^men, af8 im Uebrigen bie logarit^mifc 
Jftec^nung geführt toirb, bamit man ber legten 35ecima[fteffe fxi) 
ge^e*). S3o bie 8ogaritr;men nid^t ausreichen, ba mu^ man t 
^oteujen üon r bxixij bie 93inomia[reif;e beredjnen. 

aSeifpiel 1. gin Sapital üon 6000 4 tv&ijQt ju 4 ^roce 
mit SinfeSjinfen. Söie grog ift fein SBertt) nad^ 10 3a[;ren? 

Sfnttüort. c = 6000. 1,04^' = 8881,5 4. (S)ie a3erjinfui 
burc^ einfache 3infen giebt nur 8400 >$.) 

35ie 3infe§iinfen finben aud) in ©ebieten 9fntt)enbung, in btn 
niäjt t)on ©efbfummen bie Jftebe ijl, irie in btn fofgenben S3eifpiele 

©eifpiet 2. ©n gorj!bej!anb ijl ju 7500 klaftern abgef^S 
unb erfät;rt einen jä^rlid^en 3utüa(^8 üon 3 ^rocent. 9Bie D 
I;ält ber ©eflanb nad^ 12 3al;ren? 

Sfnttü. 10693 Ätafter. 

*) Süt btefen ®cbrauc^ folgen l^ter bie fiogaritl^nien einiger üblichen din^fu 
auf 5Pl§n ©ecimaliießen. 

log 1,025 = 0,01072 38654 log 1,03 = 0,01Q83 72247 
log 1,035 N^ 0,01494 03498 log 1,04 = 0,01703 33393 
log 1,045 =i 0,01911 62904 log 1,05 = 0,02118 92991 
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imftn Vb^djnilU 
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aSeifpiel 3. :Cic Seüörfcrung riiiea 8anbe6 beträgt jcfct 
2650000 Äöpfc nnb üerme^rt fic^ iät^rlid? um 2^ ^rocent. SBic 
flro^ tüirb biefclbc naäj 20 Saferen fein? 

Sfntn?. 4342400 Äöpfe. 

§. 64. 

Bufag. ©er Dorigc Se^rfafe bleibt uni^eränbert befielen, 
»au^ wenn bie 3<i^t i^cr 3a^re eine gebrod^ene ober Qt^ 

3)?nn man benfe fidj baa Satjr in m gleite ^[jeife gettjeilt unb 
lerfolge ba8 mit 3infeöjinfen tcadjfenbe (Sapitaf a burc^ biefeS Safjr 

11 1 

}i>n — ju — 3abr. @e|t man btn unbefannten 3in8fu^ für — 

ta^r = X, fo mu^ baa Söae^fen bca ßapitafa r»on — ju — 3af;r 

laä) folgenber geometrifc^en ^rogreffion gefdje^en 

a, ax, ax'^ , ax^, ax^, 2c. 

m nai) Sfblauf t)on— Sal^r mu^ nad) §. 62 ber SBertt; ar 
ferfc^cinen, folglid) mu^ man ^obm 



.m 



FlDoraud 



ax = ar 



X = |/^r. 



X)cmnai^ wirb affgetnein ber SBertt; bea gapitala a m&j Sfblaiif 



\wn — 3a^r 



ax = ar 



in 



SWan fann bemerfen, baf trenn j. 93. ber. jä^rlid^e 3inafu^ 1,04 
beträgt, ber ^albiärjrlidie 3inafu^ fein mirb Vlfii = 1,01980 

nnb ber Dierteliäfjrlit^e 3inafu^ V^Tfi* = 1,00985. Seber ber 
ts)erimalbrü^e ifl ^ier f leiner ala bie §ätfte bea üor^ergefienben, 
^toaö fi^ Iei(i^t affgemein für jeben 3inafu^ burd; bie a3inomiatreil;e 

teweifen läßt. 

Sfnmcrfung. 6a fann gefd^e^en, ba^ j. 93. bie ^a[biät;rti^e 
SSerjinfung in foldjer SBSeife bebungen wirb, ba^ mi) icbem ^alb^; 



68 ^nal^fit. 

ial)xt bit §ätfte ber bem 3iuSfuße r entfprct^enben 3infen f( 
mcrben un6 voitbtx 3'm\m tragen foll. 3)urd^ biefe SScbing 
trirb baö §albjat;r jur 3rit:s@int;eit erhoben, ber 3in8fuß für 

r— 1 

^albja^r beträgt l -| — 2"" ^"^^ mithin I;at man aU ganjiä[;rfi 
3in0fu^ in bie JÄed^nung einjnfü^ren 



O+^y. 



Unter berfelben SSoranSfefenng cntfpridjt allgemein einer — j^ 
filmen 3inöjal)lung ber ganyät^rlic^e 3inöfii^ 

3. S. für r = 1,04 I;at man, menn Ijarejä^rfic^ 2 «pro 
3infen beja^It merben füllen, nad^ bem ganjiä^rlidien 3in81 
(1,02)' = 1,0404 jn red)nen. ßbenfo mm rterteljäl;rlici} 1 % 
Cent 3infen bejar^ft merben follen, nad^ bem ganäiäl;rlid)en 3ina| 
(1,01)* = 1,0406. 

35iefe ganjiätjrlic^en 3in8fii^e merben mit toadjfenbem SBe 
t)vx\ m fncceffitte gröj^er, n)ie fii) Ieii)t an8 ber S3inomiaIreit;e 
meifen fä^t. Sie madjfen aber nic^t unbegrenjt Timn fe^t r 
in bem legten obigen ?fn6brncfe m = 00, b. [;. nimmt man 
ba^ bie 3infen in jebem ^Tngenblicfe proportional ber 35aner bi 
SfngenbfidEö fällig werben unb fofort triebet* 3infen tragen fol 
fo erijätt man (f. §. 52) für bm biefer Sfnnal;me entfpredjen 
flanyäljrlic^en 3in8fu^ bm Söertf; 

wo e bie SafiS ber natürlidjen 8ogarit[;men bebentet. (So j. 
für r = 1,04 mirb biefer SKertf; = 1,040811. 

§. 65. 

ßeljrfa^. Um aus bem gegebenen ©nbmert^e eines ( 
pWaU^ Cf eine ber brei ©ro^en a, r^ n ju finbcn, 
mau bie brei ©tei^uugen: 



(1.) 



«.n 



sanfter m\d}mU. 69 

(2.) r=i/r 

(3.) n = '"g ' -^ ^"g ^ 

logr 

3)fr »eweie ergiebt jld^ bur^ Sfufföfung ber Ofci^ung §. 63 
für a, r ober n. 

Unmittelbare Sfntüenbungen biefcr ©rei^ungcii fmb in htn \oU 
gmben S3eifpie(en enthalten. 

»eifpiel 1. aBeldied Sapital fleigt mit 3infeajiufeu ju 5 ^ro== 
mit na^ 8 Sauren auf 12700 i^f ? / • v. . • ' 

«nttü. fl = 8595,8 ^. 

»eifpiel 2. Um mie üiel ^rocent tüäc^et iäljrticfi bie ©eüölff:^ 
tung einer ©tabt, menn biefetbe in 40 Saljren Don 28000 auf 
81000 Äöpfe gefHegen ifl? 

f «ntrü. r = 1,0269, b. i. 2,69 ^rocent. 

»eifpiel 3. SBSie lange muß ein gorflbeflanb oon 12800 Älaf^ 
tem gefc^ont merben, n?enn berfclbe bei 3 ^rocent {äljrlic^en ^u- 
»ot^feö auf 30000 Äfafter flcigen fott? 

«fntrü. n = 28,8 3ar;r. 

in 3ufammengefe|tere ?fufgaben jtnb bie fofgenben: 

«eifpiel 4. 3emanb ifl in 5 Sauren 3000 ^ ju ja^fen fd|ulbig. 
SBie Diel muß er jaulen, ju 4| ^rocent geredjnet, irenn er fc^on 
in 3 Sauren feine ©c^ulb tilgen rniH? 

«ntw- 2747,2 1;^.^ 

85eifj)iet 5. 3u wie Diel ^rocent muß ein gehJiifeö Sapitaf mit 
3tafeöjinfen roac^fen, »enn ca fc^on nai) 8 Satiren benfelben S5e:= 
trag errricf)en fott, mie baafelbe Kapital ju 3| ^rocent nadj 
10 Sauren? 

Sfnttt). 4,4 ^rocent. 

©eifpiel 6. Semanb l^at in 4 Saferen 5000 ^ ju forbern. 
fr ^ebt fogleid) 1000 ^ unb nac^ 2 Saljreu abermala 1000 ^. 
SBie lange muß er, ju 5 -^rocent gered^net, bcn 3lefl Don 3000 '^ 
Pe^en lajfen? 

Sfnt». 6,3 3ar;r. 



n 



70 Slnafofiö. 

§. 66. 

§lufgaBe. 3u flnben: 1) 3u tvit Diel ^roccnt 
(Sa^jital mit 3infc6jinfen ipad^fen tnuf, bamit e6 in c 
gegebenen 3ci^t Don Sagten ft^ \)nboppdt, Hxbxtx^ai): 
unb: 2) SBie lange ein 6a|)ital mit BinfeSjinfen tvat 
muf, bamit eö ju einem gegebenen 3in6fu|e fxä) Derbop 
Der5reifad;t k. 

§fuflöfung. SJlan ne^tne an, ba^ Sapitat foffe'attgemein 
feinen mfac^cn 9Bert^ feigen, unb fe|e bcmgcmä^ c = ma it 
(Steid)uno bt^ §. 63. ©obann giebt bie Sfuflöfung biefer ®feid 

^ ^ log r 

©efet man [}ierin m = 2, 3, 2C., fo ifl bamit bic Vorgelegte 
gäbe gelöst. 

Söie man fieljt, fuib biefe SRefultate unabbängig Don ber @ 
bca Sapitalä, ba biefeS an^ ber JÄed^nung Derfd^mimben ijl. 

93eifpiele. ©oll ein Sapital in 20 Sauren mit 3infe8j 
> A-J^t^c^ Derboppefn, fo mu^ ber 3in8fii5 betragen 3,53 ^rocent. 
(Soll bagegen ein Kapital ju 5 ^rocent mit 3fnfe6jinfen fic^ 
boppcin, fo ftnb baju crforberlic^ 14,2 3a^r. 

§. 67. 

ßrflörung. Unter bem SDiöcontfn^ Detfte^t man 
jenigen i?actot, mit ft?el^em man ein nad) einem 3 
fälliges Kapital mutti^^liciten muf, um ben gegenn>ärt 
SBert^ beöfelben ju erhalten. 

Ober n^enn c ein naä) einem Sa[;re fälligem Sapitat unb q 
gegebenen 3)i8contfuJ5 bebeutet, fo ift ber gegenwärtige SBert^ i 
EapitalS == cq. 

!Der 3)i8contfu^ ifl t;iernad^ nid^ta anberea als baS Umgei 
beS 3inSfu^eS. S)enn tvtnn man auS bem fo eben gefuni 
SBert^e cq btn Söertb biefeS SapitatS naä) einem Sa^re, ob 
mieber l^erleiten iriff, fo mu^ man cq mit bem SinSfuße r n 
pliciren (§. 61), alfo mu^ man l^aben 



\ 



in 



tt 
:li 

. 



günfter Slbfc^nitt. 71 

1 
^ r 

Der Siöcontfu^ ifl Don bequemerem ©cbrauc^e afa ber 3inafu^ 



iii offen Sällen, tvo ea fidj barum ^anbelt, fünftig fäffifle Sapitale 
mit 9lütfflti)t auf Sinfeajmfeu auf it)ren gegenwärtigen Söertt; jurüdf^ 
jufü^ren (b. f). biefe Kapitale ju biacontiren). 3)enn lüenn c ein 
nn^ n Sauren fälligea Sapital bebeutet, a ben gegcntüärtigen SBertt; 
beöfelben unb q ben 35iacontfu^, fo bat man aua ber ©reid^ung 

ri wd(^e @Ieicf)ung bequemer ju ^anbt)aben ijl ata biqenige bea §. 65 
unb in i^rer Sorm an bie ©feit^ung bea §. 63 erinnert. (Sie ifl, 
töie man leitet bemerfen wirb, im ©runbe nic^ta anberea ala eine 
Äuöbe^nung bea 8e^rfa|ea §. 63 auf negatit?e SBert[;e üon n. 

85eifj)ieL 3n einem ©ute finben fii) brei Ääufer. 35er erfie '^. 

Wetet 72000 4 jal^fbar nad^ 2 Satiren, ber jweite 80000 4 jal^Ibar-^: •• ; 

naä) 4 Saferen, ber britte 40000 4 fogleid) unb 40000 4 na* ; ' 

6 Sauren. SBet^ca ©ebot ijl, ju 5 ^rocent gered)net, baa ^ö^fle? "; .■ 
Sfnt». 9fuf ben gegenwärtigen 9fugenblitf biacontirt jinb biefe." .. '■ 

brei ©ebote tvtxtt) 65306 .if, 65816 4 unb 69849^#, alfo baa;,.. . 

britte baa ^ö(^jle;-^ TT- : ^ '■■'■■■",, ., J"""^ .^..' 
9fnmerfung. ^55iV'* fco'rpe^enfce * ätec^nung bleibt* unDerSilbert 
gültig, ani) wenn n eine gebrod^ene ober gemifc^te 3a[}t ß (f. §. 64). 

mir {Irntfnrfidinung. 

§. 68. 

^flärung. Unter einer 9lente Derfle^t man eine Don 
Sa^r JU 3a^r wiebcrfe^renbe ä^t^tung wn gegebener ®röf e. 

3)ie ätente fann jä[;rlid^ gleich gro^, ober auc^ nac^ einem ge- 
gebenen ©efefee üeränberlid) fein. §ier fotten nur Stenten ber erflen 
9frt betradjtet werben. 

ajie Slente fann entWeber fofort ober naä) einer gegebenen Sfnjal;t 
öon Sauren anfangen} jie fann entweber nadj einer gegebenen §fn:= 
jal^r Don Sauren aufljörcn ober ina Unenblidje fortlaufen. 

35ir 3al)lungen einea jeben Sa^ra fönnen entweber im ?fnfange 
ober am ©d^luffe biefea 3al;ra flattfinben. 



72 STnalt^ft«. 

Snblic^ fann bie Jllentc aucf) ^albia^rüd), üiertctiä^rtic^ 2C. fällig: 
fein. 

9fnmer!ung. Sfu^cr bcn ^ier aufgefül^rtcn Sfrtcn üon Jftcntm 
gicbt c8 nodt) fogenannte Scibrentcn, meiere üon ber ßebenSbaucr 
einer ober tnef^rerer ^perfonen abhängen. Tlan fel;e barttber §. 93, 
©etfpiet 2. 

§. 69. 

i^el^rfa^* ®er gegenwärtige Söert^ jB einer JRcnte^ 
tpetc^e jä^rti^ b beträgt unb Don l^eute an n Sa^re (an^ 
mit bent ©(^tujje eines \tbm 3a]^r6 fättig ifl, beträgt biird) j 
ben ©iöcontfu^ q auögebrütft 

ober bnx6) ben 3in6fu| r aiiögebrüdEt 

b r« 1 

aSemeiö. 9öenn man bie einjelnen Jftentcnbeträge, bcren jebcr 

= 6 ift, nai) §. 67 auf bie Ocgentoart biScontirt unb bie Stefut 

täte abbirt, fo erf;att man 

Ä == 6q + 6q2 + 6q3 _|_ _ ^ j^«^ 

Xie (Summt biefer geometrifc^cn ^rogref[ton ergiebt bie ©Weisung 

(l.) unb roenn man barin bcn SBert^ Q == 7 fu^P'tuirt, fo erl^ält 
man bie ©leid^ung (2.). 

aSeifpiel. Semanb iriH eine Jftente Don jä^rlidj 240 ^ faufen,. 
jal;Ibar 15 Sartre lang am ©c^tuffe eines [tbtn 3at)r8. SBeld^e* 
Sapitalja^Iung f>at er bafür ju leifien, roenn er 4 ^rocent 3infen 
redinet? 

9fntto. 2668,4^. 

X)ie aSered^nung ber gegenwärtigen SBert£)e oon Jftcnten mirb fc^r 
erleid^tert bur^ fogenannte Slententafeln, bie für Sebermann, 
ber mit Stentenrcc^nungen oiel ju t[;un r;at, gerabeju unentbe^Iic^ 
fmb. 2Jlan pfTegt biefe 9lententafeln fo einjurid^ten, ba^ man btn 
iät;rlic^cn SSetrag ber 3lente ober 6=1 fefet, inbem bie SJluttis- 

/. . .;• _ ■■ 
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pßcatiott mit bem gegebenen Söert^e üon b jeberjrit nur eine leid^t^ 
Sfrbeit ifü. ffiejeic^net man 5en gegenirärtigen SBert^ 5er obigen 
9tente unter 5er SSorauöfefeung 6=1 mit Äo, fo i)at alfo bie Se^ 
rec^nung einer 9lententafel naä) btx ©rei^ung ju gefd)e^en 



Äo = Q -z — ^ ober Äo = -IT ^1 



35ie folgenbe Tabelle giebt ein Sruc^fHii einer fold^en älententafel. 



®fgentoarttgrr HDerti) einer Hrnte 1^ 

loelc^e am ©(^tuffe etnr« ieben ^al^rd fäQig tfl. 





4 |)rofent 


4|- 9)rotent 


5 ^rocent 


ber 3a^re 








1 


0,96154 


0,95694 


0,95238 


2 


1,88609 


1 ,87267 


1,85941 


3 


2,77509 


2,74896 


2,72325 


4 


3,62990 


3,58753 


3,54595 


5 


4,45182 


4,38998 


4,32948 


6 


5,24214 


5,15787 


5,07569 


7 


6,00205 


5,89270 


5,78637 


8 


6,73274 


6,59589 


6,46321 


9 


7,43533 


7,26879 


7,10782 


10 


8,11090 


7,91272 


7,72173 


11 


8,76048 


8,52892 


8,30641 


12 


9,38507 


9,11858 


8,86325 


13 


9,98565 


9,68285 


9,39357 


14 


10,56312 


1 0,22283 


9,89864 


15 


11,11839 


10,73955 


10,37966 


16 


11,65230 


11,23402 


10,83777 


17 


12,16567 


11,70719 


11,27407 


18. 


12,65930 


12,15999 


11,68959 


19 


13,13394 


12,59329 


12,08532 


20 

• 


13,59033 


13,00794 

* 


12,46221 


• 
• 

00 


25,06000 


2^22222 


20,00000 



SBie mit §ütfe biefer ^abtUt ba^ obige ©eifpiel ju beregnen ifl, 
wirb man o^ne 2Jlü^e erfennen. 

®ic le^te 3eile biefer Tabelle jxnbet i^re (griäuterung 
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.Sfnmcrfung. 68 tann anij jtücdfmäpig fein, eine Sftentmtafel 
in fofc^er Söcife ju enttüerfcn, baß fte bie jäljrtic^c'Slente für 
bic gapitatjat;Iung l barffettt. S)ie 3al;len biefcr JUcntentafel 
irerben bic umgefe^rten SBcrtI;e ber obigen fein. 

§. 70. 

Sel^rfa^. Um aus bem gegenwärtigen SGBert^e, Ä, einer 
9lente, tod6)t Don ^eute an mit bem (S^tuffe eineö jeben 
Sa^rö fällig ifi, entiDeber btn SSetrag biefer äente, 6, ober 
bie SDauer berfetben, n, ju flnben, ^at man bic beibeu 
©lei^ungen 

(2.) n = L — A9 J 

log Q 

log[l-|-(r-l)] 

ober n = — — ^ — ; -^ 

log r 

35er fBemeiS ergiebt fi&j bxxxij Sfnflöfung ber beiben ©leic^ungen 
beS vorigen ^aragrapf^en für .b ober n. 

©eifpiet 1. Semanb irünfd}t ein gapitat üon 10000 4, rüelc^ea 
jU 4 ^rocent angelegt ifl, fo ju t?ertüenben, ba^ er bauen 20 Saljrc 
lang ntit bem ©c^lnjfe eines jeben 3al;r8 eine iätjrticf) gleicf) gro^e 
Slente bejiel;t unb mit ber 3al)lung ber legten 3tente ba8 Kapital 
aufgejetjrt fein foff. SBie groß toirb biefe 5ftente fein? 

Sfntm. 735,8«$. 

83eifpiel 2. Semanb beftfet ein SSermögen üon 40000 4, 
rt)eld)e6 5 ^rocent 3infen trägt, gebrandet aber jn feinem jä^rtic^en 
Untert;alte mit bem ©cbtuffe eineö jeben 3at;r6 3500 4. SBnnn 
toirb er fein SSermögen anfgejet;rt l;abe;t? ^./oyj,,^. tf^Y^-:^ 

«fntw. Sftac^ 17,4 Sat;ren. f •"^■''" ' n'' " ' ■'■'A : 7 

3)iefe fBeifpiele fi?nnen ebenfattS lei^t mit §ütfe b>r 9tentcntafelj * * 
beä üorigen Paragraphen berechnet toerben. 1 

9fnmer!nng. SBenn in ber ©leic^ung (1.) beö üorigen ^axai^jfj 
graj)l;en ber ©iScontfuß q ober in ber ©leic^nng (2.) ber 3in8fu^ k ", 



atö Unbffanntt aniicfcbcn unb Nc ©lfi*unji für Ncft Uulcf^nuttt 
aufgeli^fl irertm feil, fe grlaiiijt man )u tincr Wlti(buHji lH^*otrtn 
@rabc8, bie bier noc^ ni^t btbanbtit ircrtcn fauiu X'cdbalb xwxiftt 
biefer gaff in bem öerjhbcnbtn ßcbrfatjic aiid^ufcbloiTcn blcibciu 
3Äan fann inbcffen in Sfufgabcn, rrcltbt auf bie ^le^ad^tt Unbcfanittt 
führen, mit §ülfe riiier Stnittntafel immer bit jjcfiitbtt Unbcfanntc 
jtoift^en jtrei fo na^e (Sreujm fdjlic^cn, fca^ bamit bcn SPcbftrfinffen 
bcr '^raria ücfffommcn ©enüge gcfthicbt. 

©cifpiel. Semanb fauft fttr ein Papital vmx 1000 4 eine r 
Äcntc, ttjcl^c 12 3aljre lang am ®*lujfe jebed 3abrö mit HO 4 
auöbcja^It wirb- 3u »ic inel ^rocent irurbc bie aSerjinfunfl bet» '' 
(Kapitals gerechnet? 

Sfnttt). ettt)aa über 4| ^rocent. y 

■ 

• r 

I 

I 

§. 71. 

Sel^rfa^. !5)et gegenivärtige SBert^ R einer eivlflen 
Slente, tpetd^e Jä^rtlc^ b beträgt unb t>on ^eütc au mit 
btm @(]^Iujfe eines jieben folgenben Sa^rö fällig Ifl, beträgt 
jiim S)i8contfuf q ober 3ittSfii^ r geredjnet 

Ä= AQ_ eberß=---r. 

1 — Q r — l 

3)er Settjeia crgiebt fic^, inbcm man in bcr ©leidjnnn (1.) 
ober (2.) bt^ §. 69 bie Sfnna^me ma^t n = oo. ,S. ' ' /' 

SfuS ber jmeitcn bicfer ©Icic^ungcn folgt Wn ^ , 

ß(r— 1) = 6 

lüorauö man fiebt, ba^ ber SBertt; oon R nidjtö'anbcreö i|l alö y^^ 
baöienige Sapital, bcffen einjä[;rlid)e 3infen jum 3inöfnpe r beii 
Setrag b geben (§. 62). 2)ie 3iufe0jinared)niing fttl^rt alfo I;ier 
ju ber ©runboorauafe^nng jurücf, anf welcher a\lt Serjinfung bf:= 
nil^t. J)enn biefe @rnnbüorauafe^ung bt\ttl)t in ber üolfdioirtl;« 
fd^afHic^en S^atfat^e, ba^ ber »efi^ einea ßapitala nnb ber S^efll> 
einer ett)igen 9lente in bem obigen ®inne, beren jäfjrüdjer aSetrag 
ben einjährigen 3infcn jenea (Capitata gleid) iff, für ibentifdj gelten 
unb jeberjeit ber eine Sefi^ in ten anberen am f^eltmarfte xmu 
gefegt toerben fann, fobalb über ben 3inafuf bie erforberüdje Set- 
rinbontng getroffen ifl. 
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®inc Sfntrenbung 5er obigen Jftec^mmg ftnbet in 5en fogtnanntett: 
ßjrpropriatioTien ftatt, irie in bem folgenben 

©eifpiel. 3emanb fott ein ®run5|HldC abtreten, irel^eö i^m 
jä^rfid^ mit btm ©^tuffe jebeö 3al;r9 einen Srtrag üon 200 i;^ 
liefert Sßetd^eS gntfc^äbigungö^ßapital mu^ ibm 5afür geboten 
werben ju 3| ^rocent? ju 4 ^rocent? 

Sfntro.. 3n 3\ ^rocent 5714,3 «f 5 jn 4 ^rocent 5000 4. 

§. 72. 

3uftt^- SBirb ber 5Bert^ bet SRente §. 69 für einen 
anbeten, um ein ober mehrere 3a^te t?ortt?ärt8 ober rüdf=: 
tt)ärtö gelegenen 3eitpunft gefud^t, fo niu^ man ben obigen 
SBert^ t?on R mit ber cntfprei^enben ^otenj üou r ober ^ 
muttipticiren. 

®ie Umrecf)nnng bea SBert^ea einer Stente auf einen beüebigen 
anberen 3eitpunft ijl I;iernac^ immer eine fe^r leichte Operation. 
3)ie ^auptfäd)ticf) üorfommenben IJätle biefer 2frt fnib bie fotgenben. 

t) Um btn Sßertl^ einer «jährigen 3tente für bm 3eitpunft ju 
ftnben, lüo ber jä^rti^e S3etrag 6 ber Jftente jum testen 2RaI fäHig 
ift, muf man bm Söertf; R in §. 69 mit r^ muftipliciren. T)k& 
giebt 

R' = ^.i— ^ ober R' = b-- — j^. (t.) 

2) Um ben SEBertl^ einer «jährigen fftente für btn 3eitpunft ju 
finben, mo ber jä^rli^e S3etrag b ber 9lente jum erfien 2JtaI fäßig 
ift, mu^ man ben SBert^ R in §. 69 mit r multipttciren. 35iea 
giebt 

«" = ^-^^^ oberr=-A,/^.». (2.) 

Snebefonbere folgt l)mau8 für ben gegenroärtiflen SPBert^ einer 
ewigen Stente, weld^e Don ^eute an mit bem Sfnfange cine8 jeben 
3ar;r8 fäWg ijt (uergl. §.71) 

«" = j-^ ober- R" = -^ . (3.) 

3) Um ben SSSertl^ einer «jährigen Slente für ben 3eitpuntt gu 
finben, »o ber Jä^rlic^e SSetrag b ber Jftente erft nad^ k 3al;ren 
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;jum erflm SDlal fällig ifl (aufgcfti^obenc Sftcnte), mu^ man ben 
SBert^ R in §. 69 mit q* "' multtpliciren. S)ieö giebt 

Ä"' = *Q* 'i^Y ^«'^^ ^" ==,TO-75r- (4-) 

Sflle bicfc Oleic^ungcn fönncn anä), roie e8 im §. 70 mit ben 
©Icid^ungcn bcd §. 69 gcf^el;cn ifl, fomof;! für ft al8 anä) für « 
•als Unbefannte aufgelöst werben, roaS jebot^ I;ier nid^t ausgeführt 
tperbm foll. 

©eifpiel 1. Semanb üerme^rt fein Vermögen üon 20000 4f 
tDel^ed in 4\ ^rocent au8ge[iel;en ift, mit bem (S^tuffe eines jeben 
2fa^rS um 800 4. SBie reic^ mirb er nad^ 9 Sauren fein? 

«nttr. 38364 1$. 

©eifpier 2. Semanb befifet ein SBermögen t?on 43500 4, 
wcId^eS 5 ^rocent Binfen trägt, gebrandet aber ju feinem iä[;rli(^en 
Unterhalte mit bem Sfnfange eines jeben 3a[;rS 3500 4- SBann 
lüirb er fein SSermögen aufgejetjrt ^aben? 

?rntttJ. per;e §.70 ©eifpiel 2. 

S3eifpiel 3. 6in Sorflbeflanb, tütl^tx noä) 50 3a^re gefcf^ont 
noerben mu^, foII üon ba an binnen 10 3al;ren abgetrieben irerben 
unb wirb roäljrenb biefer 3eit mit bem ©d^fujfe eines jeben 3a[;r8 
€inen Ertrag üon lOüO 4 ücf^ni. SBaS ift biefer ©eftanb je^t 
iütxtf), vomn man bie SBerjinfung ju 4 ^rocent rechnet? 

SfnttD. 1141,3 4. 

§. 73. 

3tifo>&* SBirb bet Jä^rUd^e SSctrag b einet 9tente nii^t 
in ©iner ©iimme, fonbern in SC^eiten an gegebenen Xtx^ 
tninen im Saufe 6e8 Sa^tö beja^It, fo fann man, um ben 
SSBctt^ biefer Slcnte ju flnben, juerji ben SBert^ bet 9lenten=: 
jal^tungen eines 3a^r6 entn?ebet für ben Sfnfang ober für 
bai @nbe biefeS Sal^rS beted^nen unb btn fo gefunbenen 
betrag alsbann tt)ie eine nad; trollen Sauren fällige Slente 
fcetrad^ten. 

9fm getDi)l;nti(i^ften ifi ber Sali, reo ber jäI;rHd)e 93etrag 6 bv 

1 
SRente in m gleicf)en SI;ei(en in 3eiträumen t»on je — f' " '^i 
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bejahrt toixb. 9limmt man an, t) 5ap 5ie Bafjlungen auf ben 
©d^Iu^ biefcr Zeiträume fallen, unb üerpcf;t nnter B bm Sßeit^ 
btx Jftentcnjatjtungen cincö 3a^r9, auf ben Sfnfang biefeS 3a§tft 
bejogen, fo ^at man mit bem DiScontfu^e q 



b. i. 



b /^ 2. iL J. 

^ = -^^f^Q"* + Q'" + Q'" + 






) 



6 J. l-Q 



:%», 4 •• J' 









m 



"^ ,,.,ober burt^ ben 3inSfuf r auSgebrüdft 

• • _ / 






V 






'-^-Z 



w« r y,rn: 



1 



(1.) 



'^- / Stimmt man bagegen an, 2) ba^ bie 3at)fungen auf ben 9f n«-- 
fang ber gebarf)ten Beiträume fallen, unb t?erffe[;t unter V 5tR 
SBertf; ber 9lentenjaI;Iungen eines Sa^rö, auf ben Sfnfang bicfed 
3a^ra bejogen, fo lüirb mit bem (CiScontfuße q 



b. i. 



h Z' J- J. TO— 1 \ 



V = 



6 1— Q 



m 



l-Q 



f» 



ober burd) ben 3inSfu^ r au6gebrilcft 



m 



m— i 



m 






— 1 



(2.) 




unb im jtoeiten gaUe 



r»_l 



ß' = 



«'' 



T 

in 



f- 1 

r^ — 1 



(4.) 
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2)iefe 3Bertt;c üori B ober ^ muffen fobaun, um 5en befinittüeii 
SBcrtf; ber eine 3lei[;e Don 3a[;rcn laufenben fftente ju geben, in 
bm fni^eren ©leid^ungen an bie ©teile üon b gefegt merben. 

Seifpier. (Die 3lente beö S3eifpieta §. 69 fott üiertetiärjrlid? mit 
60 1$ am ©d^tuffe eincö jcben Sierteljaf^re gejal^tt irerben. SBeld^e 
(Sapitalja^Iung ift für biefe SRente ju leifien? 

?fntn). ?fu9 ber ®Ieict)ung (3.) folgt B = 243,6 4 unb trenn 
man biefen SBertt; an bie ©teffe t?on b in §. 69 emfefet, fo erhält 
man R = 2708,2 4. 

i^el^rfa^. @inc JRcntc, bereu jä^rtidje Beträge in un:= J 
cn5Ii(j^ fteinen 3rtt=^Snterüatten gteidimä^ig Ü6er ba& ganje 
Sa^r jtd; üert^eiten, ifl an SBertf; fe^r na^e einer 9tente 
Qitx6), boren jä^rticlje SSeträge in @iner Summe in ber 
^mitit bcö Sa^re föttig finb. 

58etrei8. 3Benn man in ber ®[eid)nng (1.) ober auc^ (2.) beS 
Dorigen ^aragrapljen bie 3eiträume, trefc^e bie einjefnen 3al;fungen 
Don einanber treinien, nnenbtic^ Hein nimmt, b. Ij. m nnenblid^ gro^ 
merben lä^t, fo lüirb baxan^ 

B = J.üizl.lim— ^ 



f»»— 1 

wo ba^ 3eid)en lim fii) auf iaS unenblid^e Buneljmen üon m bt^^ 
bejie^t. 5Run ift r ein SSinomium t?on ber Sorm 1 + ^/ ^0 ^ 
einen Meinen 23ruc^ bebeutet. 2Ran fann alfo bm SBertl^ biefer 
©renje au6 §. 55 entnehmen unb txiydlt 

2? = 6 . !L=i . '»ej (1.) 

r log r , ^ ^ 

WO bie 8ogarit[;men im Bätjler nnb Slenner für einerlei, jebod^ bes^ 
liebige SSaftö ju nel^men jinb. 

SBenn bagegen bie ici^rfic^en S3eträge b einer Slente in Siner 
@umme in ber 2Jlitte beö 3al;r8 gejault werben, fo r;at man als 
SBert^ biefer 3al^Iungen im Sfnfange jebeö 3a^r6 

B = bq^ b. i. = — r- (2-) 



/ 
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Um biefc bcibcn SfuSbrücfe Dergleichen ju fönnen, fubjKtuire man 
für r ben angejeigten SBert^ 1 + a? nnb enttridfele barauf beibe 
^Tuöbrildfe in Steigen, meiere nac^ 5er ^auptja^t a; georbnet jinb. 
3)ann erhält man au8 (1.) 

unb aus (2.) 

alfo beträgt ber Unterft^ieb beiber SBertl^e t)on ^ nur 

-24 + •• • 

welcher in ber fftegel t)ernad^[äf[tgt werben fann. 35enn für r = 1,05,..^ 
tvo man alfo ^at x = 0,05, nimmt biefer Unterfc^ieb nur bm 
Söertlj 0,0001.6 an unb für Heinere 3in6fuße wirb er noc^ weniger 
betragen. 

S3eifpiel. a)ie Sftente btB ©eifpiela §§. 69 unb 73 foff an bic 
S3ebingung gefnüpft werben, ba^ ber ©mpfänger berfefben bie ©es= 
fugni^ [)aben Witt, jeben Sag unb jebe ©tunbe bzn biefem Sage 
unb biefer ©tunbe entfpred^enben Sf;ei[ beS jä^rtic^en a3etragea ber 
Stente I;eben ju fönnen. Söefc^e Sapitafjaljlung ifi für biefe 9tente 
JU leijien? 

Sfntw. 3:)ie genaue Stedinung nad^ (t.) giebt 2721,4 4, bie 
angenäl^erte nat^ (2.) bagegen 2721,2 i^. 

§. 75. 

ßel^rfo^. S)er gegenwärtige SGBert^ E einer ewigen 
9lente üon beut ^Betrage 6, wetd;er jum erjien aJlatc nad^ 
k Sauren nnb üon ba in regelmäßiger SBieberfcl^r na^ 
je n Salären fällig i% beträgt bnrd; ben S)i6contfuf q 
anSgebrücft 

1 — q" 

ober burd^ ben 3itt6fuß r auSgebrütft 



Ä = b.4 



„n — k 



r^ — r 
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©cm ei 8, aSenn man fämmtlid^e ©eträgc b btx Jftcnte auf bxt 
©egentDart biScontirt, fo erhält man 
^ I Ä = Jq* + 6Q*H-n ^ ft^*+,n ^ ^_ in int 

»orauö t)ur^ ©ummirung t)cr geomctrifc^en ^rogreffion t)ic obigen 
Ifuö&rütfe ^erüorgel^en. 

SSeifpiel. (gin Oetäube, beffen SSautoertl; 10000 4 beträgt, 
rauf jum erflen 2JlaI nati^ 30 Sauren unb üon ba nati^ je 80 Sauren 
neu gebauet werben, a) 2)urc^ weld^eS ßapitat, b) bur^ trelti^e 
jä^rlic^e, im Sfnfange jebeS 3a^r8 jaljlbare ewige Sftente fann, ju 
4 ^ocent gered^net, biefe ©auüerpflic^tung abgelöst werben? 

«fntir. a) 3223 4- b) 124 4. 

tteber btn ©egmffanb biefeS aSeifpiefS, welti^er in ber ^rariö noc^ 
terfd^iebene befonbere S3ejiimmungen erfahren fann, fe^e man bie 
'(Schrift be8 aSerfafferö: lieber bie aSeret^nnng ber Wbtöfung üon 
SBauoerpffic^tungen, ^annoüer 1861. 



^mortifationen. 
§. 76. 

@rf[ärung. Unter Sfmortifation einer gapitatfd^ulb 
»erftcl^t man bie SCttgung biefer @(3^utb fammt bercn fät 
Itgen äinfen burd^ eine jid^rtid^ ^ä) Qltiä) bleibcnbc 9lente, 
»cl^e mit bcm ©(i^Iuffe jicbeö 3a^r8 geia^tt wirb unb naä) 
einet getpiffen 9lei^e Don Sauren abläuft. 

S5ct Stm ortifationöfu^ ifi bcrjienigc 3ini3fuf, butc^ 
»el^en man an^ bem gegebenen (Sapitate ben jä^rtid^en 
Setrag biefer Sitgungörente ableitet. 

So fei a ba^ gegebene Kapital xmb r ber 3in6fu^, ju welti^em 
badfelbe Derjinat wirb, alfo fl(r— 1) ber 33etrag feiner einjä^r^ 
ßd^en 3infen. 

SJrmer fei r ber Sfmortifation8fu^, alfo a (r -— 1) ber jäl^rti^e 
JBetrag ber SilgungSrente. 3)ie !J)auer biefer Sftente betrage n 3a^re. 

©efet man in ber ©tei^ung §. 69 (2.) fiatt R unb 6 bejie^ungS- 
weife bie SBert^e a unb a (r — 1), fo gel;t biefelbe über in 

r — 1 f»»^! 






1 —- 

r — 1 • r*» 
flBiHjlftoV e(em. Siat^ematit TU. S35. 1. ICbtV 
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§ier ifi a üerfd^munben unb biefc ®U\ä)unQ ficHt btmnaä) eil 
bei jeber Sfmortifation ftattfxnbenbe SSejie^urtg jtüifd^en bm Oröfi 
r, r unb n bar, ml6)t üon bem Söert^e be6 ßapitate unal 

I;änöig ift. 

Söie biefe ©leic^ung jetgt, aber anij auS ber 9latur ber (Sac 
folgt, mu^ immer r > r fein. :j)ie ^ijferenj r — r fann m< 
ben 3ufd^Iag für Sfmortifation nennen. 

■ 

§. 77. 

ßel^rftt^. SfuS bent gegebenen 3in8fuf e r nnb bem q 
gebenen S(morttfation6fufe r' ber S£ttgung8tente er^ätt rta 
bie S)auer n ber S^itgungörcnte bur^ ble ©tei^ung 

n = log (r — i) — log (r — r) 

log r * ^ ' 

Unb aus bent gegebenen 3inSfu^e r unb ber gegeben 
S)auer n ber SEilgungörente crl^ätt man ben §fmortifation 
fuf r bvixä) bie ©tei^ung 

ober ben 3ufd^Iag für STmortifation r — r buxä) l 
©tei^ung 

r -r = jji—^ (3. 

J)er SSerreia ergiebt ji^ burc^ Sfuftöfung ber ®Iei(f)ung 6 
i^origen Paragraphen für n ober r. 

93eifpiel I. ©ine ©taatSanleibe, welt^e mit 4 ^rocent üerjin 
mirb, fott burd) einen 3ufc^Iag üon 1| ^rocent amortijtrt »erbei 
3n wie i?ie[ 3al;ren mirb bie ®cf)utb getilgt fein? 

§fnttt). n = 33,13 3atjr. 

ffieifpiel 2. ©ne ©djulb, roelc^e mit 4 ^rocent üerjinSt wir 
foff burc^ eine 20 3at;re laufenbe fStmtt amortifirt werben. SS 
hvä) muß ber Sfmortifationafuß fein? 

gfnttt). r = 1,0736 ober 3,36 ^rocent Bufe^Iag. 

Sfnmerfung. ©otten bie 3ar;fungen t^albiäljrlid) gefc^el;en, 
ift bieS in ber Jftegel fo ju üerjle^ien, ba^ balbiäljrlirf) bie §äl 
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btt 5cm iä^riid^m 3lnSfuße entff red^enbm 3infen jur Saffe tommen 
fott. @6 treten alfo ^ier bie aSejKmmungcn ber 9fnmerfung §u 
§. 64 in Äraft, ober man f)at patt r unb r bejie^ungSmeife ju 
fe^tn 

©0 Wirb bei ^albjä^rlid^en 3al^Iungen bie Sfnttüort im 93eifpiel 1. 
lauten n = 32,56 3a^r, unb im fBeifpief 2. r = 1,0725. 



§. 78. 



"d^. 6:'- 



Srl^rfa^. 3n bet ?(mortifatton einer gapitalf^ulb a, 

bettlet ber 3iti8fuf r xinb btt StmortifattonSfuf r jum 

,®runbe liegen, i)at na6) k Sauren, b. \). na^bem kmal 

rite SitgungSrente Beja^It ijt, ber Stejl ber (Sapitalf^utb, 

jotiäftt d fei, ben SBert^ 

, (i (r — r) .1^ .V 

* = « — Tznr (r-^)' 

aSetoeia. I)a8 Kapital a fjcit na6) k Sauren mä) §. 63 ben 
fficrt^ 

S)ie burdi i 3a^re gejal^fte Silgungörente a(r — 1) f)at nad) 
* Sauren nac^ §. 72 (1.) ben Söert^ 

JDie a)ijferenj biefer beiben Sfuöbrüdfe gicbt ben naä) k Sauren 
Ktibenben 9lejl a ber Sapitalfc^utb, alfo 

■1) 



jfc a(r— 1) ,^ 



ar^ — 



r— 1 



= flr*-o(l+;-^[)(r*-I) 
= a-i^(r*-l) 



joie oben. 

SBeifpiel. 3n bem SBeifpicte 1 bea üorigen ^aragrapl^cn bc=^ 
trägt, toenn man bie urfprüngtit^e Sapitarfd^utb a = 1000000 4 
fcjt, 5er Step ber Sapitalfc^urb mä) 30 Saferen a = 158726 4. 

6* 



©efct man in bcr obigen ©Ici^ung a = 0, fo ge^t gltic^eitia 
k in n übtv, unb bie Sfuflöfung biefer ©lei^ung liefert fobanr^ 
genau »ieber bie SBert^e (1.) unb (2.) beö üorigen Paragraphen - 



§. 79. 

Sel^rfal* 3n jebct Stmottifation iilbtn bie fuccefflü 
©apitat :5 Abtragungen eine geometrifci^e ^rogreffien, bet 
©lieber Don 3a^r ju Sal^t um i^re eigenen 3infen tpad^fi 

3)iefe geometrifd^e ^rogrefjton ifl 

fl (r — r), a (r — r)r, a (r — r)r^, a (r — r)r^, 

a (r — r)r^' 



• • • 



SSeweiö. SEBenn man bie ©ejcic^nung beö üorigen ^aragrap^ 
beibetjält, fo !ann man bie ^ilgungSrente a (r — 1) in itbem 
3a[;re in jmci Steile jerlegen, üon benen ber erfle jur aSerjinfun^ 
beS SapitalrefiS au6 bcm 85oriat;re, unb mitt;in ber jloeite jur 
6apitat=9fbtragung ücrioanbt rnirb. :j)er erfie biefer Steife wirb 
naci^ ber Statur ber ®ac^e üon 3a^r ju Saljr abnel;men, un& 
mithin ber jtoeite junel^men. 

fSlnn forbert ber (Sapitalreft a naij k Saferen eine SBerjinfung 
fon a (r — 1) nad) * + 1 Sauren. Sfifo mirb jur Sapitat^Sfb^ 
tragung nad^ A + 1 3al;ren üertoanbt 

a(r -1) — fl'(r — 1) 

wtlijtx STuöbrudC burcf) ©ubjHtution be8 SEBert[;a t»on a au0 bem 
Dorigen ^aragrapl^en fic^ jufammenjiebt in 

a(r — r)r^. 

©efet man hierin füt ä ber Steige nad; 0, 1, 2, 3, ... n — 1, 

fo entfielt bie oben angejeigte geometrifc^e ^rogreffion. 

:j)ie beiben üorjie^enben ße^rfcifee fönnen angemanbt ft?erben, um 
ben fogenannten SilgungSpIan einer üorjunel^menben Sfmortifation 
ju entwerfen. S)ie folgenbe Sfu8füt;rung, anfnüpfenb an ba^ in 
bzn beiben festen ^aragrapfjen be^anbefte S3eifpiel, fann jur ©r^ 
läuterung bienen. 



9il8un05{ilau einer Anfeilte tion 1000000 4^ 

mlc^r mit 4 fxo(tnt t^frjtnSt unb mit If yrorrnt dufc^Iag amortifirt 

torrben foll. 



SS 



S^at^ 


2)tf Zil^un^iuntt 55000 «i^ gtebt 

• 


mtfi 


Saläre« 


aSfTjinfung 


Kapital s Abtragung 


brr Sapttalfc^ulb 


1 


40000 4 


15000 4 
15600 ^ ^^' 


985000 «1^ 


2 


39400 ^ 


969400 „ 


3 


38776 ^ 


16224 ^ 


953176 ^ 


4 


38127 ^ 


16873 ^ 


936303 „ 


5 

• 


37452 ^ 


17548 „ 


918755 ^ 


• 
• 

30 


8220 „ 


46780 ^ 


158726 ^ 


31 


6349 ^ 


48651 „ 


110075 „ 


32 


4403 ^ 


50597 ^ 


59478 ^ 


33 


2379 , 


52621 ^ 


6857 „ 






;=-r. 



^ T 



Der Ic|te Äcji Don 6857 *f , toelii^cr weniger beträgt att 5ie 
j%K^e Sitgungörente Ö5000 4, fäOt außerhalb ber Äeger unb 
fnnn entweder fofort, ober einfü^fieljKc^ feiner einiä^rlic^en 3infen 
n<n^ einem 3a^re getilgt werben. 



(Sechster «fßfi^nltt 
S)ie Sßal^rfdieinUiiifeitSreiiinung. 



S0n l^et {Daiirfdieintidifceit l^er (Srrtontffe. 

§. 80. 

StflSrung. Unter ber SBa^rf^eintiti^feit eine« be^: 
lotfte^enben, üom 3ufatt abhängigen greignijfce Derflcl^t 
nan einen ©ruc^, fceffen 3ä^tcr bie SCnja^t aller günjligen 



d6 VRal^jie. 

Sdtte, tt?ct^c biefee greifluif ^erbrifü^tcn, unb beffen SHi 
blc SCnja^t atter Tnögti^m ^fättc berfctben Oattung tfl. 

®ö feien unter n mögfid^en Fällen irgenb einer ©attung a Qün^ 
fHfle ?fälle; meldte ein getoiffeö greigni^ herbeiführen, unb mit 
werbe bie SBal^rfti^einliti^feit biefea ©reigniffeö bqei^net. 'S)ann ^i 
man vermöge biefer grttärung 

a 
10 = — . 
n 

®ö feien ferner unter jenen n mögfiti^en ?fällen b ungftn^i 
WaUt, totl6)t ba^ ©egent^eil be8 verlangten greignitfeö §er6rij 
fo ha^ alfo a + 6 = n ift. Dann f)at man 

n 

aü SCuSbru* für bie Söal^rfti^einrid^reit bea Oegent^eift. ÜäJ 
(Summe biefer beiben Söa^rfc^einlic^feiten ift jeberjeit = 1, b. 
®ett)iß^eit. 

S)ie möglichen Säffe werben ^ier fämmtfid^ ala gleiti^ m&ggil^] 
üorauSgefe^t, b. 6. e8 wirb angenommen, ba^ nxä)t einer berftibi 
mit größerer ßeiti^tigfeit alö ein anberer eintreten fann. 9tnä} muffe 
pe unabl^ängig t»on einanber fein, b. ^. e8 barf nic^t ba^ 6inl 
eines berfelben auf baa Sintreten einea anbem einen ©nftuß übtiu 

SSeifpiele. 1. Die aBaljrfd^einric^feit, mit einem SBürfel bie, 
3af)l SinS (ober irgenb eine anbere 3af)l) ju werfen, ift -g-. 

2. Die SBaljrfc^einlidjfeit, aua einer Urne, welti^e 5 weiße unb 
2 fti^warje Äugeln enthält, eine wei^e !tugel ju jie^en, ip y* 

3. Die SEBa^rfc^einlid^feit, aua einem ©fiele üon 52 Äarten eine 

12 3 

Sigur JU jier;cn, ift 52 = Tg- 

Sfnmerfung. Die SBa^rfc^einliditeitareii^nung ifl eine ®rfuv»" 
bung ber Sölatljematifer ^aacal unb germat, unb aua ?fnlaß eineS ; 
©piela um baa 3a^r 1650 entjldnben. Doc^ wirb fic^ unten jetgeh, ' 
ba^ fte anij ernfH)after Sfnwenbungen fä[;ig ift. l j 

3m täglid^en ßeben nennt man „wa^rfd^einlid^" fold^e ereigniffe, i 
bereu SBa^rfd^einlic^feit na^e an l beträgt, bagegen //UntDa^ 



rd^rinfit^' folc^c ©rrigniffe, bcrm SBa^rfc^cintic^feit fe^r firin ifl. 
Diefer <Spxad)Qtixa\xä) mu^ I;icr ferngcl;a[ten irerben. 

§. 81. 

<3nfa^. 3ur SSejlitnmung 5ct Sfnja^I 5er tnögtld^en, 
tülc ber günfiigen ^dttc tnuf man in jufamntcngefe^tcten 
xifgafcen bic ßomfclnationöte^re ju §ütfc nehmen. 

®nigc aSeifpielc mögen bieö erläutern. 

SBeifpiel 1. Semanb irill au9 einer Urne, 'mlijt 5 toei^e unb 

fc^toarje kugeln enthält, brei kugeln jugfeid^ jie^en. SBie gro^ 

bie SBa^rfd^einlid^feit, ba^ aUe brei Äugeln wei^e fein werben? 

^ufTöfung. ®ie Sfnja^I ber Kombinationen o^ne SBieber^^ 

7 6 5 

3tung JU je 3 au8 allen 7 Ä^ugeln beträgt j-^-ß = 35, bagegen 
LI© ben 5 weifen Äugeln j— ^ = 10. Sftfo ifl bie gefuti^te SBa^r=: 

10 2 

Ejcinlid^feit = g^ = y . 

S3eifpiel 2. SBie grof i)l bie 3Ba[;rf(^eintic^feit, mit 3 SBiirfern 
oci gleid^e, unb jwar nur jirei gleiche 3ablen ju werfen? 

^uflöfung. 3)ie Sfnja^r ber SSariationen mit SEBieber^otung 
ua 6 gtementen ju je 3 ifi 6' = 216. gerner geben \t 2 Söürfet 

3 2 

SBürfe üon jmei gleichen 3a[)Ien, alfo geben 3 SBürfef 6.y^ 

= 18 SBürfe Don jWci gtcie^en 3at;ren, unb wenn man jebem 
tcfer SBürfe bie britte ungteid^e 3a[;t ^injufügt, fo erhält man 
B.5 = 90 SBürfe, in benen irgenb jwei üon btn brei SBürfeln 
f^ic^e 3öt;Ien jeigen. Sfifo ifi bie gefud^tc SBa^rfd^einUti^feit 

^216 ~T2* 

85eif|}ie[ 3. :j)ie 3flt;IenIotterie befielt au9 90 Snummern, üon 
benen 5 ala Sreffer gejogen werben. SBenn nun Semanb 12 9him- 
mcm befe^t, wie grof ijl feine SBa^rf^einlit^feit, eine Sfmbe ju ge^^ 
tomnen, b.f). bie SBa^rfc^einlid^feit, ba^ gerabe jwei t?on btn 
Malten Stummem gejogen werben? 



88 $rnal9fi«. 

Sfufrafung. 35ie ?fnjal)l aller möglid&en 3ief;im8en i|t 
= i' 2 3 4 5 * ^^^ ^nja^l btr günfHgm 3te^ungen nf)Slt 
man, wenn man au8 ben nid)t befe^ten 78 Slummern alle ©onus 

78 TT 7ß 

binationen ju je 3 bilbet = - ^* ^ 3 ""^ ^^^^ 1^^^^" ^'^f^^ (Som* 
pleponen alle ßombinationen au6 fcen befefeten 12 Slummem ju 

. « .:u X l^-^l r a rr 78.77.76 12.11 ^ , 

je 2 anfängt = -yT^f f^^ ^P «Ifo = i. 2. 3 'Tr2' S)emna(^ 

38038 

Wirb bie gefnd^te SEBa^rfd^einrid^feit = 33294S ~ 0,11425. 

?fnmertung. S8 tann üorfommen, ba^ bie äafjUn btt mög«? ; 
lid^en unb ber günjHgen Satte nic^t buri!^ unmittelbares Sfbjä^Ien- 
fid) finben taffen, fonbem nac^ i^rer relativen ®röje burd^ ßinien^ 
Stächen k. bargejiettt »erben. I)a^in ge[;ören SSeif^jiele wie bie 
folgenben: 

1. äBie gro^ ifl bie SBa^rfci^einKd^feit; ba% wenn man in einem 
^Ä gegebenen ©reiede in wittfürlid^er §ö^e eine ^araffele jur Orunb* 

linie jie^t, ba^ babnxi) abgefd^nittene T)xmd weniger al6 bie ^Älftt ' 
beö gegebenen betragen werbe? 

Sfntw. jAl = 0,707. 

2. SBenn man einem gegebenen Cluabrate ein Cluabrat fin;^ 
fd^reibt, bejfen gdfen in bie 2Jlitten ber (Seiten be6 vorigen faOeti) 
biefem wieber auf biefetbe SBeife ein jweiteö äQuabrat u. f. w.: wie 
groß ifl bie SBa^rfd^einlic^feit, ba^ ein in baB gegebene Huabrat 
wittifttrtid^ geworfener ^unft innerhalb bea mten eingeft^riebencn 
CluabratS faffen werbe? 



Sfntw 



• (t)" 



§• 82. 

Sel^rfa^. SBenn bie SEBa^rfd^eintid^feiten meuteret öon 
einanbet unabhängigen ©reignijfe einjetn gegeben jinb, fo 
ifl bie SBal^rfd^eintt^feit, baf irgcnb eine üon biefen ®ts= 
eignilfcn eintrete, gteid^ i^ret (Summe. 






\ 



et^txtt «bfi^nitt. 89 

Dbtr trenn w, tc, w" ac. bie SBa^rfdjeuiIic^friten mehrerer t)on 
einanber unab^änfligen ©reigniffe jlnb, fo ift bie 3SSal)^i^mMjttA W, 
baf irgenb rine8 biefcr greigniffe rintretc 

TT = tt? -f- ir' -f- ^ ' "4" • • • 

93etreiS. SEBcnn bie SSrüc^e, welcbe bie SBa^rfc^einlid^teiten w, 
to, w" 2c. auöbrücfen, gteit^e Slenner l^aben, fo ift unmittefbar 
Kar, ba^ bie Summe i^rer 3ä^Ier bie Sfnjaf;! aller berjenigen gäHe 
angiebt; in meldten irgenb eines ber ßreigniffe eintreten fann. 

SEBenn bagegen biefe IBrüd^e ungleid^e Slenner f)aitn, fo »irb 
baburc^, ba^ man jle auf gleid^e Solenner bringt, junäd^ji bewirft, 
baf bie in ben fflennem gejäfjlten mögfic^en Satte fämmtlid^ gleit^ 
möglid; werben (§. 80), worauf ba& Uebrige wie Corwin folgt. 

«Beifpiel 1. SBie gro^ ifi bie SBa^rfd^einlic^feit, mit 3 SBürfcIn 
wenigflene jwei gteiti^e 3at;ten ju werfen? 

Sfuflöfung. Die SBa^rfd^einU^reit fflr jwei gleid^e Barjlen 

90 

(§.81) ifl ^, für brei gleicf)e 3a^ten jtnbet j^e fid^ unmittelbar 

6 90 6 4 

= 516* ^f^ ^P ^^^ gefudite Söa^rfti^einlid^feit = 216 "^ 216 ~ T* 

aSeifpiel 2. SBie gro^ iflin ber Ba^tenlotterie unter ben SSor^ 
au6fe|ungen beö SSeifpielS 3, §. 81, bie aöa^rfd^einfit^teit, ba^ 
l^öd^PenS jWei üon bin befe^ten Slummern gejogen werben? 

?fuflöfung. Die Söa^rfc^einlid^feit für jwei ber befe^ten 
Sflutmnem (§.81) ifl =0,11425, für eine ber befe^ten Stummem 
finbtt man fte ebenfo = 0,38946. Sfffo ifl bie gefuc^te SBa^rs: 
fc^einlic^teit = 0,5037. 

Seifpier 3. SEBie groß ifi bie SBa^rf^einlic^feit, auS einem 
Raufen oon m Äugeln, in wellten man jufättig greift, eine gerabe 
ober eine ungerabe 3a^I ju jie^eu? 

Äuflöfung. Die geraben 3a^Ien jinb bie Kombinationen an^ 
m ©lementen gu je 2, 4, 6 jc, unb bie ungeraben 3cif)Un bie Sonu^ 
binationen auS benfetben glementen ju je 1, 3, 5 k. Demnadf 
ttnrb bie SBa^rfc^einli^feit für gerabe 



90 «nal9fl«. 

m (m — 1) , m (wi — 1) (m — 2) (m — 3) , 

1.2 + 1.2.3.4 "T '■■ 

— , m( m— 1) , m(m— l)(m — 2) , 

'""'" 1.2 "T" 1.2.3 "T-^ 

unb bie SBa^rfc^einlit^fcit für ungcrabc 

, fn(m-l)(m-2) , 
^ "t- 1,2.3 "T "- 

"^ m j_ *»("'"' ^) I m (m - 1) (m — 2) , 

'"■^1.2">" 1.2.3 "T'-- 

3n bcn 3ä^Icni unb Sftcnnem biefcr Mbm 83rä^c jinb a6.er aOe j 
©inomial^Soeffirientcn bcr mtm ^otcnj mit affriniger ^uMal^me 
beö erficn gocffirientcn 1 enthalten. Sfifo toirb naä) §. 36 bie gc# 
futl|te Söal^rft^einlic^fcit 

2»»— 1 j[ 2'* — 1 

für gerabe = -ys— n"r w^^ f^^ ungerabc = 2Ä:irj 

31 

3. 33. mit 6 Äugcfii toirb bie aBafjrfc^einlit^fcit für gerabc = «g, 

32 

für ungerabc = gg. 



§. 83. 

Sel^rfo^. SBcnn bie Söa^rf^einttd^feiten mehrerer öon 
cinanber unabhängigen @reignijfe einjetn gegeben flnb, fo 
ifl bie Söa^rf^eintic^teit, ba^ atte biefe greignilfe iufammcn 
eintreten, gteid^ i^rem ^robucte. 

Ober trenn w, w, w" it. bie SBaljrfc^einfic^feiten mehrerer Don = 
einanber unab[;ängigen ©reigniffe fmb, fü ifl bie SBn^rfti^einrMi^frit 
W, bc[^ alle biefe ®reigniffe jufammen eintreten 

83ctüei8. 2Jtan fefee, mit bcr 93ejei^nung be9 §,80, w = — 

r 

unb w = 4, 3)ann hJirb e8 unter je n möglichen Uäffen a ?fättf \ 

geben, in benen baS erpe ©reigni^ eintritt} folglich unter je nri mög-^l 
lid^en fjätten an gäffe, in benen baöfelbe greigniß eintritt. HSbtt 
unter je n möglichen Fällen giebt ea « ?5äffe, in benen bö§ jtoeite 
©reigni^ eintritt} fofglid^ unter an' möglichen Säffen aa gätte, in 



f itntn biefeö jtücite ©rriflni^ eintritt. aJlitfjin toerben unter je nn 
«JaKd^en gällen aa gätte enthalten fein, in benen teibe ©reigniffe 
jufanraien eintreten, ober bie SBafjrfc^einlii^feit für boS 3ufammen- 

9 

teffm ber beiben ©reianiffe V\ = ^ = w.w'. 

fftetifo fann man fortfahren, inbem man ba8 britte it. (greigniß 
5%(jic^t. 

Ötifpiel 1. SBie groß ifl bie SBa^rf^einlit^feit, au8 einer 
Hrne, loelt^e 5 weiße unb 2 fc^irarje Äugeln entfjält, juerfl eine 
*«fe trnb barauf, nac^bem biefe wieber bineingelegt worben ifi, 
rine fd^joarje Äuget ju jie^en? 

*'**»• T • T = 49- 

S5e ifpiel 2. SBie groß ifl bie 3Bar;rf(^einIitI|feit, mit einem 
SBür^^t juerp breimal na&einanber biefelbe befKmmtc 3a^I, J. 83. 
®^ö^ unb barauf jiüeimaf eine üon biefer ücrfc^icbene 3aI;I ju 
werfe "Tx? 

S* ^ifpiel 3. SBie oft muß mit jwei SBürfctn geworfen werben, 
bami-t bie SBa^rfc^einlit^fcit, jWei ©ec^fen ju werfen, größer wirb 
öte bie 9BaMc^einIid}fcit be8 ©egent^cilö? 

«T -titw. 9fu6 r||y < \ folgt a; > 24,6, alfü minbeflenö 

25 "mal. (3)iefe Sfufgabe ifi eine ber erficn, wcld^e ^aöcal unb 
?fei^^nat gclöat ^a6en.) 



eifpiel 4. SEBenn bei einem angct^enbcn ©fjepaare bie 3Ba]^r:= 
fj^^XTiIic^feit beS SDtanneö, nad^ 25 Salären noc^ ju leben, = y 
unfe bie SBa^rfi^einlit^feit ber Srau, nad^ 25 Safjren nod^ ju leben, 
*™ ^ ifl: wie groß ifl bie 3Ba^rfc^einIicE)feit, ha^ biefeö S^epaar 

^tit\e jllbeme ^oc^jeit erleben wirb? ober ta^ bis bal;in ber 2Jlann 

SÖtteer? ober bie grau SEBitwe fein wirb? 

öf i..^ 4N ^ 3 1 -. 2 1 1 ^. 1 3 1 



92 %M^fi$. 

§. 84. 

3ttfa^. SBenn imi ©reignijfe üon einanber abhängig j 
flnb, fo ifl bie SBa^tf^eintt^fcit W bti 3ufammentrcfffii» 
betbcr glct^ bem ^robuctc au8 btx SBa^rfd^cmlid^frtt w 
5c8 erflcn grcigniffe« mit bcr SBa^rfc^cinU^fcit to', baf . 
ua6) bem Eintritte bed erflcn axxä) bai itüdtt eintrttea 
werbe. 

iOber mau f)at anä) f)\tx 

I^cim für biefcn Sali gilt noij üollflänbig ber SSetceiö bcö üori= 
gen ^^aragrapfjen. 

»eifpiel 1. SBie gro^ ip bie SBa^rf^einlid^frit, auö einemr 

Urne, totlä)t 5 n^ei^e unb 2 f^rcarje kugeln enthält, juerfl eme; 

weife, unb barauf, of^ue ba^ biefe wieber hineingelegt wirb, eine 
f^warje itugel ju jie^en? 

vfntw. y Y = 2T' 

iSeifpiel 2. SBenn eine 3^r;atfac^e t?on SJlunb ju 3Jlunb 5ur^ 
12 iperfonen fid) fortpffaujt unb für jebe biefer ^erfonen bie 
äBabrfdjeinlid^feit, ba^ fte ba^ IBernommene treu weiter beru^/ 
= 0,9 gefegt wirb: wie groß ifl bann bie SBal^rfd^einlic^frit, 6afi 
ber SPeridjt ber legten Werfen wa^^r fei? 

«fntir. (0,9)** = 0,2824 ober beinabe y. 

9fnmerFung. ^ö Faun gefti^eben, baj^ in btx ©lek^ung ^ 
«r r . r einer ber beiben Sartoren w, w bie }u fuc^enbe Unb^ 
rannte ifl, fo baß man ju fe^en bat 

IT == -r ober ip = — . 

w w 

aiUnn j. S^. bie Sl^abrfcbeinUcfcfeit einer SOjii^rigen ^trfon, ncM^ ^ 
";XU^rfn nod? ju leben, = 0.937 unb bie SBa^rfc^einriii^feit be^ 
0ti,j^yfffi>\\, na* 7 :?abrm no* ju leben, = 0,926 ifl, fo fof ^ 
' ^^v SlXabrf*einli*teit einer 36i5brigen ^erfon, nai) eint^ 

u leben, = 5^3^ = 0>988. 



erd^dtft 9(bf(^nitt. 93 

Uas (ßtftii itx Qxo^tn 3ai|leit. 

§. 85. 

8rl^a|* !Die SBa^rfc^rtnti^feit, baf in einer Stelle 

»<m m 5Betfu(]^en berfetben STrt ein gettJiffeö ^reignif, beffen 

SBa^rf^eintic^feit = w fei, rmal eintrete, »irb bnxä) bai 

^tc@tteb ber gnttt^irfetung ber mten ^otenj beö ©inomii 

C 1 — tu) -f- ti? audgebrüdft. 

ßber toenn man tiefe SBa^rfi^einli^feit mit W bejeic^net, fo ijl 

-— m (m — 1) (in — 2) . . . (m — r + 1) r /- \m— r 

1 •«•o.«.r 

4Bett)eiö. ©off ba^ verlangte ®rcigniß in einer üorgefd^rtcbenen 

ÄciJ^efoIge rmal eintreten unb m — rmal ni(^t eintreten, fo ifJ 

rKdi) §.83 bie SBa^rft^einftd^Wt, ba^ bieö flcf^el;e, =w'' (l—w)'^. 

^EBcnn aber bie Sftei^efolge ber ©reigniffe willfürfii^ bleibt, fo mu^ 

^xtfeö Stefultat nocfi fo oft toie mögfid) pcrmutirt werben, iroburd^ 

naäj §.34 ber obige Sfuöbrutf entfielet. 

SJlan fann biefem 8el)rfa|c nac^ §. 82 fogleic^ ^injufügen, ba^ 
wenn baQ »erlangte ®reigniß irenigfJenS rmal unb ^öcfiflenö r mal 
eintreten foff, bie betrefcnbe SBa^rft^einli^feit burd^ bie (Summe 
aller ©lieber Dom rtcn biö jum r'ten ber obigen S3inomiat(gntn)itfe:= 
lung gegeben toirb. 3)ie ©ummc affer ©fieber bicfcr Sntiritfclung 
t)om §rnfange bis ju i^rem legten ©liebe beträgt 1, ober ijl ©e^ 
ioi^^eit, toit e8 aut^ fein mu^. 

83eifpiel 1. Sfuö einer Urne, tDcI^e 5 toci^e unb 2 fd^warjc 
.^geln enthält, toirb 12 mal naä) einanber eine Ä^ugcl gejogen 
unb ftrieber hineingelegt. SBie gro^ ifJ bie SBabrfd^einKd^feit, ba^ 
unter btn gezogenen Äugeln 9 mal fid^ eine tüeiße bepnbc? 

9fntto. J)aS 9. ©lieb ber gutmitferung Don Ty + yJ 
b. i. 0,2483. 

' aSeifpief 2. SBie gro^ ifi bie SBa^rfcE)einIid)feit, ba^ \)on 
20 ^erfonen, beren jebe eine SBa^rfcfieinlii^feit = y ^at, naij 

einer gewijfen Sleil^e üon Sauren not^ am geben ju fein, nad^ bicfcr 
3cit nod^ 16 ^erfonen leben? 
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2^ 



(l 2 

T + T 
0. t. ü,uyii. 

Scifpicf 3. SSie gro^ ifl bic SBa^rfd^einlidjfeit, baß üon J 
20 ^crfonen bcö vorigen ©eifpielS nad^ berfdbcn 3eit nod^ weni 
flcnd jmci am geben ftnb? 

Sfntroort. S)ie ©umme aller ©lieber ber ©ntlDitfelung t 
y + y I mit Sfu8na^me ber beiben Sfnfangaglieber, b, 



,999999988. 



§. 86. 

ßel^rfa^. 3n einer großen 3a^t irieber^otter SSerfud 
ipet^e cinjetn genommen ein geipijfeö @reigni|i mit eir 
geipiffen SBa^rf^einti^feit w entarten lajfen, ^at biejeni 
?{nja^t t?on Söiebet^otungen biefeö (SreigniffeS bie grö] 
Söa^rft^eintid^teit, beren SSer^Ättnifi ju ber ©efammtjc 
ber Sßerfui^e gtei^ ber Söa^rfdjeinlid^feit w biefeS grei 
nijfeS ift. 

Dber bie SBa^rfc^einlid^teit W beö üorigen Paragraphen erlan 
wenn w eine große ^QiS)\, ifl, i^ren größten Söertf;, fobalb r 
©leic^ung entf^ridjt 



r 
ti? = — , 
m 



S5etr)ei6. ^oxs, betrachte in ber Sntmidferung ber mten ^ot 
\it% ffiinomii (l— M?) + tt> brei auf eiuanber folgenbe %X\ti 
nämli^ \ioA (r— l)te, rte unb {T'\-\)\if Don benen hc^^ mittl 
mit bcm SBertl^e Don W be0 Dorigen Paragraphen übereinfHmi 
^amit au8 bem (r— l)ten ©liebe baa rte ©lieb J^erüorgefje, 1 
man erflereS ju multipliciren mit 

i m — r -j- 1 w 

r * l — u? 

''^ bamit au8 bem riixi ©liebe ^o^^ (r+l)te ©lieb ^erDorge 
yxx&^^ erfJerea ju multipliciren mit. 
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@ott nun ba^ rtt ®Iieb ein ajlajrimum fein in ber 9tei6e affer 
©lieber, fo muß e8 größer fein afe baB Dor^erge^enbe unb baB 
Tia%lgenbe, ober man muß ^aben 

-^— • z > 1 nnb — ,— , • ■-, < 1 

tüoraue folgt 

•" > JS+T ""^ «" < TT+i- 

Steffen aber m unb r große Bal^Ien oor, fo tann man ol^ne 
bemerfbaren Sel^Ier + 1 neben i^nen toeglaffen, unb biefe beiben 
?[u8brüffe rebuciren \iä) alsbann auf ben einjigen 



r 

IT = — 

m 



loie oben bel^auptet rourbe. 



JDer Dorjiel^enbe Se^rfafe ma^t bie ©runblage nnb ben wefents^ 
Bi^S^eil beS fogenannten ®efe|e6 ber großen .3ö^Ien au8, 
öermBge bejfen man bei toiebertjolten 93erfu(^en als ben wa^rfc^eins^ 
E^fkn ®rfoIg immer btn ertrarten barf, in welchem bie Sfujal^l 
in äßieberl^olungen eines »erlangten ^eigniffeö proportional ber 
ffio§rf(i^einIitI|feit biefeS @reigniffe6 ifl, üoraußgefefet, baß bie 3a^I 
Jer SSerfuc^c groß angenommen irirb. 66 ijl babei gleichgültig^ 
ob biefe SSerfut^e jeitlic^ auf einanber folgen ober ob fle jugleid^ 
nebm einanber jlattjtnben, toenn nur in beiben Säffen bie einjelnen 
Sttfuii^e unabhängig oon einanber bleiben, ©o wirb j. 85. eben:= 
fohjol^l ttjenn man mit einem SBürfel 1200 mal na^ einanber, irie 
»enn man einmal mit 1200 SBürfeln jugleit^ wirft, ber loafjrf^ein^ 
%e ®rfolg ber fein, baß jebe ber 3a^Ien 6in8, 3toei, a5rei 2c- 
200 mal erfd^eint, unb jebe anbere ?fnjal;l oon SBieber^oIungen 
öner biefer fed^6 3a]^Ien fann nur mit einer geringeren SCBa^rf(^ein:= 
fi^feit erwartet werben. Sbenfo wenn man entweber auö einer 
Urne, welche 5 weiße unb 2 fc^warje Ä^ugehi enthält, 1400 mal 
öne Äugel jie^t unb biefelbe nad^ jebem 3uge wicber Ijineinlegt,. 
ober toenn aua 1400 Urnen berfelben ?frt gleichseitig je eine Äuget 
B^ogcn wirb, barf man ate bm wal^rfi^einlit^jlen ©rfolg immer 
i^en erwarten, ba^ unter ben gejogenen Äugeln 1000 weiße unb 
*00 fii^warje enthalten finb, unb jebe anbere SSert^eilung ber Äugeln 
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if} tDcniger tDa^rft^einfid^. 2Jlan fann ^injufefecn, ba^ jebcr üon 
bem roa^rfd^einii(J^flcn Srfolge üerfc^icbcne ©rfolg bcflo rürniger 
tüafjrf^cinli^ ifl, je weiter er fi^ naä) btv einen ober ber anberen 
(Seite üon bem wa[;rfei^einlid^fien ©rfolge entfernt, waö gleic^fattS 
au8 ben obigen Formeln ertannt werben fann. 

Um baQ ®efcfe ber großen 3c(f)ltn bnxä) ein (grperimcnt ju prüfen, 
ließ Cluetelet aue einer Urne, welche gteit^ üiel weiße unb fc^warje 
Angeln enthielt, 4096 mal eine Ängel jie^en unb biefelbc nad^ 
jcbem 3uge wieber tjineinlegen. 3)ie 8ifle biefer Biegungen ergab 
2066 weiße unb 2030 fc^warje Ä'ugeln, wä^renb ber waf^rftf^eins 
liä)\it grfolg 2048 Äugeln jeber ?frt geforbert Ijätte (f. Leltres sur 
la theorie des probabilites par A. Quelelet, Bruxelles 1846). 

STnmerfung. '^a^ @efe^ ber großen 3rt^fen ifi in bem t>or^ 
fle^enbcn Se^rfafee ni^t erfc^öpft, oielme^r gcl;ört baju no^ ber 
5Jtat^weiö, wie bie jufäffigcn Sfbwcic^ungen üon bem wa^rfe^ein- 
lit^jlen (Srfolge mit jnnel^menber 3a[;l ber Sßerfuc^e in allmärig 
engere ©renjen eingefc^Ioffen werben, a^iefen Stat^weia f;at juerfl 
Safob aSernouüi gegeben, nat^bem er, wie er felbfl erjä[;It, 
jwanjig Saläre bartiber nad^gebac^t [;atte (f. beffen Ars conjectandi, 
Basti. 1713, pag. 227). ©egenwärtig fü^rt man bicfen 5«acbweiö 
am einfat^jlen au9 ben ®runb(agen ber SDIct^obe ber fteinflen dua:= 
brate, bie f^icr nitl|t gegeben werben fönnen (f. beS SSerf. 9Jlat^e:= 
matift^e ©tatifHf, §annoüer 1867, ©eite 10 u. 11). 

§. 87. 

3ttfa^. ^Satxxn in einer Sttif)t t)on m SSerfud^en, wo 
m eine grofie ^a\)l bebeutet, ein gewijfeö ©reignif rmal 

wiebcrgefel^rt ifl, fo flettt ber S5ru^ ^ einen angenäherten 

SBert^ ber Sßa^rf^eintt^feit biefeö greignijfee bar. 

^an maäjt oon biefem (Safee, welliger unmittelbar au8 bem Doris: 
gen ^aragrapt;en folgt, in folt^en ?5äffen ©cbraucfi, wo eS niti^t 
möglich ifJ, bie SEBa^rfd^einlid^frit eineö ©reigniffeS birect naä) ber 
(grflärung §. 80 ju befHmmen, weil bie baju nöt^igen 3)ata niti^t 
gegeben fmb, bagegen ber SBeg offen fle^t, baS (gintreffen biefeö 
©reigniffed in einer 9lei[;e Don SSerfut^en ju beobatI|ten. 



SBtifpifl 1. 3n bem erperitnent üon nuetclrt (f. b. üorigtii 
^aroflrop^tn) lüartii in ber Urne 80 Äugeln enthalten. SBill man 
aM btta ©rfolge ber 3ie^ungcn tejKmmen, wie üicl »ciße Äugeln 
flt^ unter biefen befunben l^aben, fo \)at man alö angenäherten 
aSBert^ ber SBa^rfi^einfid^feit, eine weiße kugel ju jie[;en, btn SSruc^ 

4096/ Mfl^^^ ^P ^^^ «Saf;! ber weißen Äugeln ongenä^ert = jögg'^ 

= 40,35 unb mithin, ba fie nur eine ganje 3at;I fein fann, 
= 40 JU fefcen, toaö mit ben 85orau8fefeungen bed ©jrperiments 
übertinfHmmt. 

SBeifpiel 2. 3n einer 85erfuI|ening65®efeIIf^aft würbe beob^« 
ad^tet^ ba^ üon 1955 lebenben SOjä^rigen ^erfonen na^ einem 
Sa^re nod^ 1928 ^erfonen am 8eben waren. 3)araua folgt ate 
ntigenä^erter SEBert^ ber SBa^rfd)einIic^teit einer SOjäfjrigen ^erfon, 

1928 

naä) einem 3a^re noä) ju leben, ber 83nul| j^sE ^^ 0/9862. 

@rfabrung6jar;lcn biefer le^teren 2frt werben in ben fogenannten 
SJlortalitätStafeln niebergefcgt, welche -gebraucfit werben, um au§ 
i^nen für ^erfonen jebea Sfitera bie Söal;rf(^einlic^feit, nac^ einem 
Sttl^n ober na^ irgenb einer Sftcifje t»on Saferen not^ ju leben, ju 
entnehmen. 

§. 88. 

Srl^rfa^. SBenn man bur^ wieber^olte birecte gjtcjfungen 
einer gewijfen unbefannten ©röfe 9lefultate erl;atten ^at, 
ivet^e in ^otae ber in i^nen enthaltenen jufätligen SSc^ 
obaitunflöfe^iet nid^t unter einanber übereinflimmen, fo 
ifl 6er wa^rf^eintt^fle Söert^ biefer ©rbfe gtei«!^ bem 
arlt^metifd^en SEJlittet auö btn Jftefultaten aller Sötejfungen. 

Ober wenn man bur^ mmaf wicber^otte SJleffung einer ®röße 
sf bie Slefultate a, d , a n. erf^alten I;at, fo wirb ber wa[;rf(^eins 
lii^fie SBertl^ biefer ®röße burc^ bie ©Icic^iuig gegeben 

a + a + a" 4- ... 

X = — ' ■ ■ . 

m 

SSeweia. 83ejei(^net man bie in btn einjeluen ajleffungen enfc^ 
^altenen unbefannten ©eobac^tungöfebler mit e, e', e" 2c., unter benen 

tBittflein*8 SCnn. anat^ematit S3b. m. «Dt^. 1. 7 
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eben fotoo^l pojxtiDe irie negatiDe Dorfommcn fönnm, fü tarn 
man fc|cn 

a = 0? 4" ^ 

// I // 

O = rp -j- E 

2C. 

9Bie nun axiä) biefc Seobad^tungSfeljfer naä) ®rößc unb SBa^r 
fc^einli(^feit i^rcS SSorfornmenS nä^cr ju bcfHmmcn fein mögen, f 
fotgt bod) unmittelbar au8 ber Statur ber ©adE)e bte eine ©gen 
f^aft berfefben, ba^, ba bxt Sfbfi^t ber SJleffung auf bie SBa^r^e 
gerichtet ifl, Jeber Seoba^tungSfel^Ier eben fo leidet poptiü to 
negatiü muf eintreten fönnen. !5)a aber nad^ bem ®efefee ber grof c 
Balten ber lral;rfc^einlic^fle ©rfolg mieber^olter Söteffungen bari 
befielet, ba^ jeber a3eobad)tung8fe^(er proportional ber SBa^rfc^eli: 
li^feit feinea S3orfommen8 fit^ mieber^olt, fo mcrben in bem tioafy' 
fd)einli^fien ju ermartenben Sfalle in ber ©umme a -f- a +^ 
+ . . . alle ©eobac^tmtgSfe^Ier fid^ gegenfeitig auf[;eben ober mc 
mirb au9 ben obigen ©tei^ungen fjaben 

a -[- ö + ö" -j- ... = mx 

morau6 fiir x ber oben angejeigte SBertI; folgt. 

Offenbar muffen bie I;ier DorauSgefcfeten SJteffungen unter einerl 
Umftänben unb mit einerlei (Sorgfalt angejlcfft fein. ©.9frit[)m. §. 14( 

j)er in bem üorfle^enben 8e[;rfafee betra^tete Satt ifi nur rii 
befonberer Satt ber affgemeinen Sfufgabe: 9fu8 gegebenen SJleffungen, 
welche mit S3eoba^tung9fe^Iern behaftet finb, bie toa^rfd^einlid^Peti 
SBert^e gemiffer, üon biefen SJleffungen abfjangigen unbefannten 
(Srößen ju bcfKmmen. iDiefe Sfufgabe befjanbelt bie t»ott ©auf 
erfunbene 9Jlet[;obe ber Hcinften Cluabrate. 

Don iev illai|rfci|etnUd)kfit in Urfadjen* 

§. 89. 

ßel^rfo^. SBcnn ein gegebener Svfotg meisteren mSgs 
ticken Urfac^en jngefc^rieben njerben tann, njeld^c an fltjE 
gteid^ möglid) finb unb wxi benen jebe bie anbete auö: 
fc^lieft, fo ijl bie SBa^rf^eintit^teit einer jebcn biefcr Ur^ 
fa^en glei^ berjenigen SBa^rf^einttc^feit^ mit tpetd^cr bei 
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aegebcnc ©rfolg unter SSorauöfefeung btcfer Urfaii^c ertDartet 
toerbcn burf^c, bitjibirt bnxi) bit (Summe atter Söa^rfd^ein^ 
l^feiten betfetben SCrt für atte mögti^cn Urfadjen. 

Ober wenn w, w, w' tc. bit SCBa[;rft^einlid)fcitcn fmb, mit 5enen 
tin gctüiflfer ©rfofg unter ber 93oraii8fefeung Derfi^iebcner gfeid^ 
möfllu^en.unb üon einander unabf^ängigen Urfac^cn ermattet toerben 
barf, fo |in5, fobalb biefer (Stfolg toirfli^ eingetreten i% bit 2Ba^r:= 
f^tinlü^feiten biefer Urfac^en einjeln genommen 

www 



W-^tD -\-w" ... ' W-^W -^W" . ., ' tt? -f- M?' + ttj" . . . ' 



2C. 



Setoeia. a5a atte Urfac^en alB gtcid^ möglich üorauögcfefet werben, 
,fo müjfen fie fämmtlid^ biefetbe 3al;I unter fid^ g(eitl|- mögtid^er 
ßtfolge ^aben, welche = n fei unb nnter benen au6 ber erften 
Urfa^c a mal, an^ ber jlreiten Urfad)e a mal, au8 ber britten 
ttrfad^e a" mal 2c. ber in 9tebe fle^cnbe Srfolg üorfomme. S)ann 
jinb, beoor ein (grfolg eintritt, bie SBal^rfd^einlid^feitcn beS in 9tebe 
fk^mben ©rfolgs ans biefen llrfa^en einjeln genommen 

a , a f, a 

©obalb aber biefer Srfolg eingetreten ifl, ^at man für bie S33al;r^ 
ll fti^einlitl|feiten ber einjclnen Urfad^en nnmittelbar 

l\ a a a 

a -^a ... ' a4"^+^*'» a-ya -\-a . ,, ' 

öJoran8, tcenn man 3ä[)ler unb 5Renner biefer 33riid)e burd^ n bixh 
Wrt, bie obigen SfuSbrüdfe fofort ^ert?orge[;en. 

5)iefer ße^rfafe ift unter bem Slamen ber 9lege( t)on a3at;e§ 
bcfannt. 

aSeifpiel. ?fn8 einer Urne, trelt^e 2 Angeln Xi^w, unbefannten 
Sarben entl^ätt, ^ofdt man «imal nac^ einanber eine lüei^e Ä^ugef 
gcjogen, inbem man bie gejogene Ä^ugel jebeSmal miebcr hineinlegte. 
SBie groß ifl bie SBa^rfc^einlid^feit, bOi% beibe Ä^ugeln weiß waren? 

Stuflöfung. §ier fmb jWei Urfad^en mijglic^: entWeber fmb 
beibe kugeln weiß, ober e8 ift nur bie eine berfelben weiß unb bie 
anbere üon irgenb einer anberen Sarbe. Unter ber erffen a3orau8:= 
fefeung fjat ber ftattgetjabte ©rfolg, benor er eintritt, eine SBafjr^ 
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fc^einlii^fcit = 1, unter bn jtoeitcn SBorauöfcfeung bogegcn «ne 
Söa^rfc^einliei^f eit = ( y ) * ® ^^^^uö erhält man natS) bm ®> 
folge fttr bie gefuc^te Söaßrfc^einli^feit ben SEBert^ 



\m 



(i) 



, + , . . a-' + i 



j. ©. für m = 3 Wirb tiefe SBa^rfifieinli^feit -J. 

Srnmerfung. STuö bicfem Se^rfafee läßt fi(^ bemeifen, baj 5er 
im §. 87 als „angenähert" bejei^nete SBert^ ber aBaI;rf(^emfic§fett 
ber ira^rfd^einlit^fle SEBertr; biefer SBa^rfc^einlic^feit ifl. 3e5o(| 
forbert ber Semeia ^ülfSmittel, »el^e I;ier nid^t gegeben wer5m 
tonnen. 

§. 90. 

ße^rfa^. Söenn ein gegebener ©rfotg, »ie t?o.r^in, me^^ 
teren mögü^en Urfa^en jugef^rieben iperben fann, fo ijl 
bie SBa^rf^eintid^feit eines \tbtn fünftigen ©rfotgS gtei^ 
ber ©iimme ber ^robucte aus ber SBa^rfc^eintid^feit jiebet 
Urfac^e mit ber ffiSa^rfd^einli^feit, ba^ unter ber Sßorai* 
fefeung biefer Urfac^e ber @rfotg flattfinben »erbe. 

3)er S3cmeia folgt au8 bem Dorigen Paragraphen bur^ Sfm 
Jücnbung • ber §§. 84 nnb 82. 

©emeia. Söie groß ifl in bem ffieifpiele bea üorigen ^aragraj?§eii 
bie SBa[;rf^cinri(i^feit, ba^ mit bem näc^jlen 3uge irieber eine weift. 
Äugel erfc^einen irerbe? 

^fnttt). 2^rqrx-l + S^s-pi'T = ^^^h^^^^ 5. 33. für m =* 3 

17 

mirb biefe SBa^rfc^einli^feit = jg. 

9fnmerfung. SBenn in biefcm .testen ©eifpiele allgemein, fffl* 
2 Ä^ugeln, k Äugeln t»on unbefannten ??ar6en ala üor^anben üoro»*^ 
gefegt hjerben, fo erhält man auf biefelbe SBeife für bie gefi# 

aBabrf^cinlid^feit btn SBert^ J^i^y ^^ 2 bie unten im §. 105 
angejrigte SSebeutung ^at. 
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SKan Dcrgleic^e hiermit bic ffragc: Söie groß ifl bie SBa^rfi^cin:^ 
lic^Wt, baß morgen toicbcr bic ©onne aufgeben toirb, notI|bctn 
bitfeS grrigniß feit ungcfäl;r 6000 3a^rcn biö ^cutc Sag für SEag 
ji(!^ toieberftoft \)at^ Um bicfe ffrage ju bcantoorten, muß man 
in bem jule^t gegeScnen Sfuebrutfe * über alle ©renjen ^inauö 
toa^fen lafltn, unb er[;ält alfo bie gefutl|te SBaI;rf(^einIic^feit au9:= 
flebrüdPt bur^ 

lim ^(*"^') 

B 97t I X 

für toati^fenbe SBert^e üon *. iDiefe ©renje wirb = ^ } ^ irie 
M öu8 §. 105 5fnm. betoeifen läßt, alfo irirb mit 3iijiel;ung ber 
fleflebenen 3a^Ien bie gefud^te SBar^rft^cintid^feit = 2T915Ö2* 



Wxt matl|rmattfd|e ^ofnung. 

§• 91. 

^flSrung. SBenn auf ba9 ginttejfen eines bet^orjie^ens: 
&en, t)om 3ufattc abhängigen ©reigntjfeö ein ^retS gefegt 
tt>orben x% fo t^erfte^t man nnter ber mat^ematifd^cn 
©Öffnung beö greife« ba& ^robuct auö biefem greife 
tult ber SBa^rf^einliii^feit, ba^ ba& xi)n ^erbcifü^renbe ©r- 
rtgnif eintreten iperbe. 

®8 fei C ber ^reiS, toeld^er auf ba8 Sintrefen eines getoiffen 
Sreigniffee gefegt toorben ift, unb w bie SBa^rfc^einlic^feit biefea 
©reigniffeö. S)ann ifl nad^ biefer ©rtlärung bie matl^ematif^e 
^Öffnung auf bie ©riangung biefeS ^preifeS, irelc^e burcfi E bejeic^net 
toerben möge, 

E = wC. 

J)iefer 83etrag brüdft ben SBert^ au8, toelc^en ber gefegte ^reia 
für btn grtoartenben l)at,- beoor über ba^ ©intrejfen ober ?lid;t^ 
antreffen beö ©reigniffeS entft^ieben ifl, unb befHmmt alfo in bem 
Me einer SBette, eines ©piela u. bgl. bie ®röße bcS ju mac^en:^ 
ben ginfafeeS. 

X)ie mat^ematifc^e Hoffnung auf bie 5yii(i^t:=®rlangung bcS ^reifee, 
hielte bei ber SEBette auf (Seite beS ®egner8, ober beim ©picie auf 
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©citc beS Unterließ mera fällt unb mit £' bejcid^nct irerbcn möge, 
^at r^iema^ bzn SBertt; 

jgr = (1 - M?) C 

unb beiric^net cbenfo bm ©tifa^, toctt^en bcr ©cgner bcS SBcttciiben 
ober ber Unterne[;mer beö (Spiels ju leiften Ijat 
SJlan bemerfe, ba^ baa Sßertjäftniß biefer beiben ginfa^e ifl 

J? : £' = M? : (1 — M?) 

b. Ij. man mettet «? gegen 1 — w für ba^ ©ntrefeu beö (SreignitfeS, 
ober 1 — w gegen tc für ba^ 5lid^fc:Sintrefen beS (£reignijfe8. 

2)ie (Summe beiber Sinfclfee bagegen beträgt 

E + K = C 

ober madjt bzn gefegten ^reia aua. tiefer ^rei9 toirb bemnac^ 
immer burd^ bie ©infcifee ber beiben ©egner jufummengetragen unb 
t>ertf;eilt fid^ auf beibe naij bem a3er[;ärtnij]'e ber SEBa^rf^einlic^s 
feiten, bie benfelben jufommen. 

S3eifpiel 1. S3eim SBerfen mit einem SEBürfel toirb auf btn 
Sali einer bejlimmten 3a[;I, j. S3. 6ina, ein ^reia oon 12 4^ gefe|t. 
SQ5eIcf)e (Summe ift für einm SBurf einjufefeen? 

Sfntir. 4-- 12 = 2*^. 

SSeifpicT 2. Semanb befc^t eine ber 36 Slummem be8 9loiu= 
Icttea mit 10 ^. Söeldje (Summe muß ber 83an!^alter bagegen 
fe^en ? 

Sfntm. 350^. 

STnmerf ung. SlJlan barf ben ^reia nit^t mit bem ju l^offenben 
©etoinne oern^ec^fern. gelterer fann erfl in?5rage fommen, nad^= 
bem ber ©infafe flattgcfunbcn ^at, unb ifi gleich bem um btn ©infafe 
oerminberten greife, f. §. 94. 

§. 92. 

3ufa^* SGBcnn gtci(iö}eitig auf baS ©intreffen mehrerer 
Don cinanber unabhängigen greignijfe greife gcfefet tüerbcn, 
fo ifl bie mat^ematifi^e Hoffnung bc0 ^reifes gteid^ bcr 
©umme ber ^robucte auS iebem biefer greife mit ber 
SBa^rfc^einttd}teit, i^n ju erlangen. 
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Obtt es feien C, C, C" :c. greife, mert^c auf baö Eintreffen 
von ©reigniffen gefegt merben, beren 2Ba[;rfc^einIic^feiten bejietjungSs 
mtife w, iDf w" 2c, jinb. 3)ann wirb bic matfeematifd^e Hoffnung, 
E, beS ^reifes anSgefcrütft burd^ bie ©nmme 

E = tr (7 + w' C + M?" C" + ... 

35icfer SSetrag bejHmmt axxij [)\tx btw ju mac^enben ginfa^. "^tnn 
man fann, oom ©tanbpnnfte bc0 Spielers, biefen Satt toie bie 
SBercinigung Don fo Diel Spielen, tüie greife gefegt finb, ju einem 
einjigen ©piele anfe^en, toeöljalb axxij bie (ginfäfee für jene einjefnen 
@ptele in eine Summe ju vereinigen fmb. 

Unter hm greifen C, C, C 2c. bttrfen auc^ einige negatiü fein, 
b. \j. eine §erau§jal;lung üon Seite beS Spielers forbem. 

SSeifpiel 1. S3eim SBerfen mit einem Sßürfef fetten für jebe 
getoorfene 3a^I fo t?iel Söafer gejaCjIt irerben, mie biefc 3a^I an- 
jtigt. SBelt^en SBertf; bat ein SBurf? 

Sfntw. 1. (1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6) = 3J^. 

SBeifpiel 2. SBie gro^ ifiin einer ßotterie t)on 500 5lummern, 
tüclc^e 1 ^reiS Don 1000 «f, 4 'iprcife \im 500 ^ unb 10 greife 
üon 100 4 ja[;It, ber Söert^ eines SoofeS? 

-2fntn). 4.1000 + 4.500 + ^.100 = 8 4. 

©eifpiel 3. SfuS einer Urne, ireld^e 5 iteiße unb 2 fd^hjarje 
Äugeln entl;ä(t, fott eine Äugel mit ber ©cbingung gejogen hjerben, 
ba% mer eine treibe Äugel trifft, 1 ijf ertjält, bagegcn wer eine 
fc^toarje Äugel trifft, 1 ^ jafjlt. SBie ticl mn^ ber ©infafe für 
einen 3ug betragen? 

SfnttO. y.l - yl = y^. 

§. 93. 

3ttfa^. SGBenn bie auf hai ©intreffen l?on ©reigniffen 
gefegten greife in tjor^crbeftimmten fpäteren S^erminen 
fällig P^b, fo muffen fie, bei ber ©rmittetung ber mat^e^ 
xnatifi^en ^ojfnung, jut?or mit einem gegebenen 3in6fufe 
auf t^ren gegentt)ärtigen SBert^ biöcontirt iperben. 
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Ober f8 feien C, C, C" 2c. greife, fättig uad^ «, «', ii" tc Sdfycmf 
tütläjt auf baö ©intrejfen t)on (Sreigniffen gefefet »erbm, btm 
aBal^rfc^einfitlifeiten to, w, tr" it. finb. Dann tuirb bie mat^emo» 
tifd^e Hoffnung, £, beö ^reifeö au6gebvütft burd^ bie ©umrne 

E =wCq'' + w'C Q**' + u?" C" Q*" + . . . 

too Q ben 3)iScontfuß (§. 67) bebeutet. S)iefe SSetrad^tung MTW 
bie ©runblage jur S3efKmmung ber ginfäfce (Prämien) bei alen ' 
SBerjid^erunga « Sfnftatten. 1 

IBeifpiel 1. Semanb Witt ein Oebäube, beffen SSauwert^ ^C 
unb bejfen Söat^rfc^einlic^feit, binnen Sa^reöfrifl abzubrennen, » w 
x% auf bie iDauer üon n Sauren gegen ^euerSgefafjr üerjlc^em* 
9BeItI|en ^Betrag E Ijat er bafür einjuja[;Ien ? 

§fntto. 
E = it.Cq"^ 4- (1 —w)w.Cq^ +(l— «?)*!£?, Cq» 

+ ... (1— M?)'^^tt?.CQ"-* 
^ 1 (1 U?) Q 

wobei uorauSgefcfet toirb, ba^ bie üerful|erte (Summe unmittelbar 
naij fiattgel;abtem SSranbe, atfo nad) §. 74 burt^fd^nittfit^ in ter 
SJlitte beS SSranbjal^re gejault werben foU. 

iDer SBertfj k^Cq» für ficf| genommen bebeutet offenbar ben föt 
bie Seuerüerji^erung auf 1 3a^r ju leiflenben SSetrag. 

fjür C = 6000 4, w = 0;002 unb eine aSerjinfung üon 4 ^o^ 
Cent er^äft man für n = 1 3ar;r E = 11,767 4 unb für «» 
= 10 3a^r E = 11,767 . 8,365 = 98,43 4. 

Seifpiel 2. ©8 irünfd)t 3emanb, bt^tn SBarjrfc^einlit^feiten naä? 
1, 2, 3 2c. Saferen noc^ ju leben mit w, w\w" 2c. bejeic^net mer&^r 
eine ßeibrente Don iä^rlic^ C 4 i^ bejiel^en, fällig mit bem (St^lU-^^ 
eines jeben 3al;r8, welches er Don i^eute an no^ burt^Ieben toi^^ 
SBeld^e ©umme E ^at er bafür einjuja^ten? 

Sfntto. 
E = (w — tt?').CQ + {w — w"). (Cq + Cq') 

b. i. £ = C.(irQ + m?'q' + m?"q^ -f ...) 
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roüijt @umme 6i6 )um ^Oc^fien QtitnQalttx, in melc^em bie SEBa^r^ 
f^ic^Wt, no^ ein 3al^r ju leben, ben SBert^ 9lutt annimmt, 
au9gebe^nt merben muf . 

!Die SBerti^e ton w, w, w" 2c. Rängen Don bem Sebendalter ber 
Irtreffenben ^erfon ab, befi^en aber fonfl unter einanber feinen 
nai^iüeiöbaren Bufammenljang, tüeö^alb aut^ ber üorfleljenbe Sfuös: 
brui für £ im Mgemeinen ftc^ nici^t in eine ©ummenformel ju^ 
fammen}ie^en Idft. Sür oberfTäc^Iic^e Sted^nungen fann man {ebod^ 
in ben mittleren Sebendaltern bie ^t^pot^efe jum ®runbe legen, bai^ 
öon 96 Sfleugeborenen jä^rlic^ ©ner jHrbt, alfo }. 95. lebenb bleiben 

60 ^erfonen t)on 36 Sauren, 

59 ff it ol ,/ 

58 ff ff 38 „ 

57 ,/ ,/ öU ,/ 

2C. 2C. 

fo \ia^ man für eine ^erfon Don 36 Sauren ju feigen l^at 

59 , 58 „ 57 
"'^ 60' ^ = 6Ö' ^ = 60' ^^• 

gür C = 240 1^^ unb eine SScrjinfung Don 4 ^rocent erhält 
man l^iema^ für eine ^erfon Don 36 Saferen JE = 240 . 14,97 
= 3593 J^. 

gSeifpiel 3. gö irünft^t 3emanb, bcffen SBa^rfc^einfic^feitcn 
nat^ 1, 2, 3 2c. Sauren nod^ ju leben mit w, w*, w' it. bejeit^net 
werben, fein ßeben mit einer (Summe = C ju Derfid^em, ireld^e 
bei feinem Sobe fäCig werben foC. SBcId^cn a3etrag E {)Cii er bafür 
etnjuja^Ien? 

Sfntw. 

E = {\—w). Cq^" + (tr — w) . Cq"^ + {iß — w"). Cq» 

+ ..• 
b. i. 

wellige ©umme biö jum [;öc^flen ßebenöalter au9gcbc[;nt werben mu^. 

gür C = 1000 J^ unb eine SSerjinfung Don 4 ^rocent ertjält 
man, auf ©runblage berfefben §^pot^efe wie Dor^in, für eine ^erfon 
Don 36 Sauren E = 393 4. 
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3Jltf)x S)etail9 über bie ©egenflänbe ber beiben legten ©cifpiele 
fe^e man in ben befonberm (Schriften über ßeibrenten unb 8ebm8s 
\)tvfiijtxxu\Qtn. 

?fnmcrfung. Sine befonbere Sfntücnbung ber tnat^ematifd^en 
Hoffnung ifl bie (Erörterung ber ?5rage, irelc^er 58etrng bem ©piefer 
bei einem nnterbrotfeenen @piele, ober bem SBerftd^crten bei einer 
abgebrod)enen 93erfid^erung ju erflatten fei. S)iefe Srage forbert 
Itbod) ju Diel 35etail, um ^ier be^anbelt merben ju fönnen. 

§. 94. 

• ©rflärung. SSerf^ieben t?on ber mat^ematif^en ^off:: 
nung beS ^reifes ifl bie mat^ematif^e Hoffnung beö ®t^ 
tvxnn^ ober beS 58erlufl8, iret^e erfl flattfinbet, na^bem 
ber @infafe gef^e^en ifl. 3ebe biefer beiben mat^ematifc^en 
Hoffnungen tvixb and) ba6 ntat^entatifd;e Slififo 
genannt. 

g8 fei, wie in §.91, C ber ^rei§, toeltä^er auf baS gintreffen 
eines gewiffcn Sreigniffea gefegt werben ifi, unb w bie SBa^rft^ein:? 
lic^feit biefea ©reigniffeS. klimmt man nun an, ein ©j^ieler Ijabe 
ben ©infa^ E gemad^t, fo ifi für i[;n ber mögliche ©ewinn = C — E, 
folglid) bie matljematift^e Hoffnung beS ©etüinnS, welche ber (Spieler 
t;egt unb toelt^e mit k bejeic^net werben mag, 

Ä == w) (C — E) 

unb bieS ifl jugleic^ ber S3etrag, weldjen ber Oegner risfirt, b. ^. 
ba^ matljematifc^e 3tififo beS ®egner§. 

Serner ifi unter benfelben 33orau8fe^ungen ber mögliche SSeriufl 
= Ef folglich bie matf;ematifrf)e Hoffnung be§ S3erlufia, welche 
t)on bem ©egner gel;egt wirb unb welche mit k' bejeidinet werben 

mag, 

k ={l—w)E 

unb biea ifl jugleic^ ber S3etrag, weirfjen ber (Spieler riSfirt, b. f). 
baQ mat^ematift^e 9tififo be6 ©piererö. 

3)iefe 83egriffe fmb l)iemac^ leidet auc^ auf bie ?JälIe ber §§. 92 
unb 93 ju übertragen, wo metjrere greife gefegt werben, alfo im 
Sfllgemeinen meCjrere ©ewinne unb mehrere SSerlufie möglid^ fmb. 
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3m SBcifpicl I. §.91, trtragt b\t matbematiftfce C^offmmvi ted 
«ewmne, naijbtm brr Spieler 2 4 flefefct tat, |.iO = H^f 
wi bk mat^cmatift^e §offnuna btB Serluftd i . 2 = 1|- .^- X^ad 
mat^ematifc^e ffti^to ifl alfo, bü biefem ©nfafee, ouf btibtix leiten 
fllfu^ grof. 

3m Seifpiel 1, §.92, beträgt bit mat^ematifd^e C^offiiuag bed 
©ttoiitnö, naAbm btt (Spieler 3| 4 gefegt bat, i. (1+ li + 2^) 
= I *# unb eben fo gro^ ifl bie matbematifdje Hoffnung bee äJer^ 
lufld. !!)ad tnat^ematifc^e älififo ifl alfo tvieber auf beiben leiten 
4ni) gro^. 

!Ber©egriff be8 matbematifc^en älififo itjurbe juerfl oon Äetenö 
1786 aufgeflettt. 

§. 93. 

Sel^rfa^. SBenn auf bas ©intrcffeu öcivijTcr i^oii eins 
Änbet imab^Ängigen ©reigniffe greife gefcfet ii) or ben flnb 
unb ju bereu ©rlauguug ein Siufafe gtetd) ber mat^cniatis 
f^en ^offuuug beö g)relfe8 jtattgefuubcu ^at, fo ifl immer 
Me mat^ematif^c Hoffnung bc6 ®ett)iuu8 gtei^ bcrjeuigeu 
ha gSertuflö, b. f). ba6 mat^ematif^e Stififo ift auf bcibeu 
©eiteu gtei^ grof. 

SetDeie. 6:S feien C, C, C" 2c. ^^reife, tt?etdje auf bat (?in= 

treffen Don ©reignijfen gefegt mcrben, beren SBarjrfdjeinlicljfriten 

6qie^ungan)cife w, w , w" iz. ftnb, nnb e9 fjabe nacf) §. 92 bcr 

€infa| 

E = wC -\- wC + w'C" + ... 

"(lattgefimben. SSilbet man bic Eiferen jen 

C-^E, C —E, C" — E, 2C. 

fo jeigen bie pojitioen unter biefen 3)ifferenjen bie möglirf^en We? 
toinne, unb bie negatioen berfelben bie müj]Iid)cn SBerlufte an. 
3)amit aber auf biefe SBeife fämmtlidje SBerlujte getroffen toerben, 
muß man biejenigen greigniffe, welche nid^t mit greifen btba&ji 
fmb, .lüie mit bem greife bc[;aftet anfel;en unb biefe *preife 
unter bm greifen C, C\ C" 2c. mitjä^ten. Sflöbann fmb alle 
möglichen Sreigniffe mit greifen htba^ii, ober man (;at 
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aWuItipIicirt man bicfe ©leitj^ung mit E unb fubtral^irt jle baxauf 
Don bem obigen Sfuöbrutfe für E, fo folgt 

u) (C — E) + w {C — E) + w' (C — E) + ... — 

in mli)tx ©leid^ung ber auSgcffjroc^ene ße^rfa^ entsaften ift. 
3)enn bic pofttiüen unter bm ©liebern w (C — E) , w {C — IE), 
vi' (C — E) 2c. geben jufammengenommen bie mat^ematifiö^t 
Hoffnung be6 (Seirinnö, unb bie negativen berfelben bie mat^emo? 
tifdie Hoffnung be8 S5erlufl8, mit bem 3eic^en — behaftet. Ober 
irenn man bie mattjematifd^e Hoffnung be8 ©eminnö mit * unb 
bie bei SSerluflS mit ä' bejeic^net, fo üermanbelt fu^ biefe le|te 
Olei^ung in 

Ä — *' = 

b. i. Ä = ft'. 

ffleifpiele f. htn vorigen ^aragrapljen. 

§fnmerfung. ?Sür ben t?att eines einjigen ^reifeö \)^i man beit 
ffietoeiö einfacher aua §. 94. J)enn fubftituirt man bafelbfl in ben 
Sfuöbrildfen für k unb K ben SBert^ E = tt?C auö §. 91, fo folgt 

ft == Ä' = tr (1 — u?) C. 

■ 

§. 96. 

l^el^rfa^. SCBenn ein @piet, in iretd^em g)reife gefegt 
finb unb ber @infafe gtei^ ber mat^cmatifd^en Hoffnung 
beö ^reifes fejigejtettt irorben ifl, eine grofe 3^^t üon 
SGBieber^otungen erfährt, fo ifl ber ' ira^rf^einti^fle ©rfotg 
immer ber, baf mit bem ©^lujfe biefer Steige Don SBie5ers= 
Rötungen lieber auf @eite beS ©pielerö, nod^ auf ber 
feines ®egner6 ein ®en)inn ober aSertufl ftattfinbet. 

35er 58 e tu eis folgt unmittelbar au8 ber ©leic^ung bz% vorigen 
Paragraphen 

tt? (C — £) + tr' {€' — £) + rc' {C" — £) + ... =0 

wenn man I;iniunimmt, bo!^ nat^ bem ©efefce ber großen 3a]^Ieit 
(§. 86) in bem iral^rft^einlidiflen Srfolge bie SöieberfjoIungSjal^renL 
ber einjelnen Sreignijfe proportional ben SBa[;rfci^einIit^feiten vo, v)% 
w" 2c. biefer Sreigniffe finb, alfo in biefer ©leit^ung unmittelbar 
für biefe SBal^rfd^einlid^feiten aw bie ©teile gefegt werben bürfen. 
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SBcnn nai) fcicfcm ße^rfafee für ben einjclnen Spieler bei roieber- 
polten ®pitltn ®eh)inn unb SBerlufl immer meBr bie Senbenj ^aben, 
^ gegenfeittg rtuöjugleic^en, fo tritt für ben Unternehmer eines 
Sonett bicfer ©rfolg auä) ft^on bann ein, menn er ju einem ©piele 
jW^eitifl t?iele @|)ieler juW^t, unb hierin beruhet bie ©id^er^eit 
fieitteO Unternehmend. ®enau badfe(be gilt t)on ben SSerftc^erungd:' 
Stnflotten (§.93), beren ©jriflenj gleiti^f alle . nur bann [jinreid^enb 
öejit^ert i% wenn fie gleic^jeitig üiele S^eilne^mer jär;Ien. 9ti(^t8 
iefh) weniger bleibt aber immer, felbfi bei großen 3a^Ien ber 3!^eil= 
n^mer, nod^ ein gemiffeö matr^ematif^eö Slififo befletjen, beffen 
Äcnntni^ namentlich btn a3erfid^erungS=:?fnflaIten üon SBidjtigfeit ift. 

68 wirb faum nöt^ig fein ju bemerfen, baj^ üon bem befonberS 
-auSjubebingenben ®ewinne, btn ber gewerbmäßige ©jjieUUnterne^mer 
verlangt ober btn bie Unterljaltung einer Säerfic^erungS^Sfnflalt 
erforberfit^ mati^t, in bem obigen 8e[;rfafee gänjlit^ abgefe^en werben 
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^on ben S!)ifeten$r eilten unb htn fummatorifdien 

Stellten. 



§. 97. 

ßrFIärung. Unter einer ^rogreffion ober Slei^e 
vtx^ti)i man affgenteln Jebe Solge üon 3^^ten, weldie na^ 
einem gemeinf^afttt^en ©efefee gebilbet worben fmb. 

S)iefe 3ci^ten fctbfl werben bie ©lieber ber Steige ge:: 
Tiannt unb bur^ Snbiceö 0, 1, 2, 3 2C. geid^It. 

©nfad^e SSeifpiele ^ierju ftnb bie arit[;metifd)en unb bie geomes: 
trifd^en ^rogreffionen ber nieberen 2fritr;metif. 3m weiteren (Sinne 
fler;ören baf;in alle biejenigen rationalen ober irrationalen 3af;len, 
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ttjelt^e man in bie S'orm üon Safein jn bringen pffegt un5 Dott 
benen bie Logarithmen ba^ befanntefie 93eifpiel bieten. 

3)a8 ©efefe, nac^ tüeld^em bie ©lieber ber Steige gebilbet »erben, 
ift befannt, fobalb baQ allgemeine ©lieb ber 9teit)e befannt ifl:^ 
3)enn fefct man in biefem fi'ir bie barin entl^altene §auptjabl, melt^ 
j. 83. X fei, ber Steige nad^ bie Snbiceö 0, 1, 2, 3 2c. an bie ©teile, 
fo erhält man fuccefi(tt?e bie Steige ber ©lieber. SRan betrad^te j. Sß. 
bie Steige ber Suben 

0, 1, 8, 27, 64, 125, 2C. 
beren attgemeineö ©lieb a?* ift. 

^TUgemein foll f»ier eine Steige ober ^rogreffton bnrd^ 

Wo, «j, «2, Us, 2C. 

unb baQ allgemeine ©lieb berfelben burc^ u^ bejeic^net merben. 

§. 98. 

©rflörung. SCBenn man in einer Steige jiebea ©lie^ 
berfelben Don bem nä^flfolgenben fubtra^irt, fo bitbet bie 
Solgc biefer iDifferenjen bie 5£)ifferenjrei^e ber gegebenen 
Steige. 

SBenu man mit biefer iDifferenjrei^e ebenfo t^erfä^rt, fo 
erhält man bie iDifferenjrei^e ber ©ifferenjrei^e ober bie 
jtt)eite Ziffer enjr ei l^c ber gegebenen Steige 5 ebenfo 
aus biefer bie ©itferenjrei^e ber jlveiten SDifferenjrei^e ober 
bie brltte ®ifferenjrei^e 11. f. tt?. 

X)ie 83ilbung ber X)ifferenjrei[;en einer gegebenen Steige fann man 
fit^ burc^ folgenbeS ©c^ema t>eranfcf)aulic^en: 

Uo Ui 2/2 th t/4 Us 

Atio Aui äu2 Aus At/4 

A*Wo A^Wi A'wa A*W3 

u. f. ir. 

hierin bebeutet nad) ber obigen ©rflärung 

(1.) Amo = Wi -— Wo A^Wo = AWi -— AWo 2C. 

(2.) AWi = Wj — Wi A*M, = Aua — Ati, 

(3.) Al^ = W3 — Wz Ä'Wa = AWa — AWa 

VMk tv. u. f. tu. 
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uub affßemein 

35aö 3eit^cn A tnu^ ^icr mie Sfnfangöbudjftabe bca SBortS 
!Diffennj, baQ 3eic^en A' tüie ?fbfiirjunö ton AA u. f. tv. aufgefaßt 
luerbnu 

ffieifpiel. S)ie äteifjc ber Suben fccö vorigen Paragraphen giebt 
füIgenbeS ©i^ema i[;rer 2)ifferenjrcir)eu 

1 8 27 64 125 216 343 ... 
1 7 19 37 61 91 127 
6 12 18 24 30 36 
6 6 6 6 6 

wo, lüie man fiebt, mit ber legten 9tei[;e bie S?ilbnng ttx 3^iferen}=: 
xtiljtn Don fctbft abbridjt. 

§. 99. 

ßrHärung. llmgefc^rt mirb jcbc Slci^e bie fumma:= 
torifd^e Steige i^rer iDitfcrenjrci^e genannt. 

Xmn x\aä) bm Dorigcn ?5ormeIn ift 

W| = Mo + Ae/o 

Ma = Wo + Awo + Awi 

4/3 = «0 -|- ^Wo + Aw, -|- Amj 

u. f. ir. 
ebcnfo 

Aw, = Awo + A^Wo 

Awa = Awo + A*Wo + A"wi 

Aws = Awo + A'-^Wo + A'wi + A*Wa ■ 

n. f. \v. 

b. fj. man fann, fobalb man Don einer ^rogreffton nur if;r erffcö 
®Iicb, baneben aber fämmtlid^e ©lieber i^rer 2)ifferenjrei[;e fennt^. 
bie ganje ^rogreffion burd^ fucceffiDe 9f bb itio neu roieber l^erftetten. 

ajlan üergleidje baQ üorige 83eif|)iel. 
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^Iriti^mftiff^f pro0tff]lonfn von i^dl|fren Orinunsnt. 

§. 100. 

Stflärnng. @ine ^rogtefflon toirb eine arit^tnes 
tifd^e ^rogreffion btx nttn Orbnung genannt^ 
ipcnn i^re ntc ©Ifferenj conjiant iji. 

©0 erfd^eint j. 58. bie Striae öer (Suben im §. 98 al8 eine axiti)- 
tnctifc^e ^rogrefjiou btx britteti Drbnung. I)enn bie britte 35i|fes5 
tettj berfelbeti ifl conflant unb Ijat bm beflänbigen SBert^ 6, ober 
mit anbercn SBorten bie vierte unb alle folgenben Differenjen ^aben 
btn SSertf} 5»ua. 

3)iefe ^rogreffionen ^aben bie befonbere Sigenfd^aft, ba^ man 
jeberjeit nur n-\- l an^ einanber folgenbe ©lieber berfelben ju ftnncn 
brautet, um bie ^rogrefjton felbfl beliebig weit fortfefeen ju Wnnen. 
^enn jene n + 1 ©lieber fmb genau f^inreic^enb, um au8 i^nen 
burt^ ©ubtractionen bia ju ber confianten ^Diferenj ju gefangen, 
nnb menn man biefe lefetere fobann beliebig oft ttjieber^olt, fo fann 
man baxanB bnxi) irieber^olte ^Tbbitionen (f. btn t?origen ^ara^ 
grapsen) bie gegebene ^rogreffion fo meit fortfe^en rrie man roilT. 
9Jlan fe^e ba6 üorige SBeifpiel. 

S)ie arit^metifd^en ^rogreffionen ber nieberen Sfritr^metif finb/ 
loie man beiläufig bemerfen fann, nur ein befonberer fSall ber arit^=s 
metift^en ^rogrefftonen im allgemeinen Sinne biefeö SBortö. ^&m^ 
liij fte fmb, ba iljxt erfle 35ifferenj conftant ifl, arit^metift^e ^ro:^ 
gref[tonen ber erflen Drbnung. Sflle übrigen arit[;metift^en ^ro- 
grefjtonen bagegen finb arit^metifc^e ^rogreffionen t)on ^ö^eren 
Drbnungen. 

§. 101. 

ßeljrfa^. Sebe ^togrcfjion, bereu affgemeines ®üe5 u^ 
ein na^ ^otenjen ber ^auptja^t x georbneter §(ii6bturf 
l;om riten ©rabe ifl, b. ^. \)on btx ^5orm 

ifl eine arit^metifd^e ^rogreffion ber ^ten Orbnung. 
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SBctücia. Ttan betrad^te üon ßiefer ^rogreffion junäd^fl bic 
erfk CDifferenjrci^e, berm allgemciueS Olieb man xxaä) §. 98 burdj 
5te (äbi^ung txf)ält 

^^x = «x+i — ^x 
alfo im t)orItegenben t^alle b\ix6) 

A II, — «0 (^ + ir + iix (s + ir^' + fl, (,p + 1 )--« . . . + a„ 

9ü^rt man bie ^ter angejeigte @ubtraction axiQ^ nac^bem mau bie 

^otcnjen üon jp + 1 naä) bem binomifc^en 8e^rfa|e mtoitfelt f)at, 

•fo fällt bie ^ötenj a?" ganj au8 unb bie Suhüitfcfung beginnt mit 

tD&^Ttnb atte folgenben ©lieber biefer gntteidfelung niebrigere ^o^ 
tenjtn üon a? ent[;alten. J)ie erfte 35ifferenjrei^e ifi bemnac^ 
tinc ^rogreffion, beren allgemeinea ©lieb Am„ ein nad^ ber §aupt=: 
ja^I X georbneter SfuSbrutf üom (n — l)ten ©rabe ip. 

Sä^rt man fort bie folgenben S)iferenjrei^en ju betrad^ten, fo 
fnbet man axiB bem SJorigen o^ne weitere Ket^nung, baj^ bie 
jlücite 35ifferenjrei^e eine ^rogreffion ifl, beren attgemeineS 
®Ucb H^u^ einm nac^ ber ^auptja^I x georbneten Sfuöbrudf üom 
(n — 2)ten ©rabe eorflellt u. f. tu. '^tmnai) wirb ba^ allgemeine 
®ßeb ber nten 3)ifferenjreil;e, ober A'^Mg., fein x mtf)x twU 
galten ober bie nte ©ifferenj wirb conflant fein, b. I;. bie gegebene 
^rogrefpon fällt unter bie grflänmg beö vorigen ^aragrapljen. 

SSeifpiel. 35a6 allgemeine ©lieb einer ^rogreffion fei 

u^ = 7x' — 2x + 10. 

3)ie ^rogreffion felbfi nebfl i^ren fucceffiDen S^ifferenjr eitlen wirb 
atebann baS ®i)tma geben 

12 3 4 

10 15 34 67 114 ... 

5 19 33 47 ... 

14 14 14 ... 

©Übet man aber nad^ ben obigen ^fnbeutungen bie allgemeinen 
©lieber ber fucceffiDen S^iffereujrei^en, fo erpit man 

fiBittttcln*8 SIrai. Slat^ematif III. S3b. 1. SC6t^. 8 
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Att^ = 7 (rp + 1)' - 2 (oj + 1) + 10 - (7a;* — 2« + 10) 

= 14a? + 5 
b?u^ = 14 (a? + 1) + 5 — {Hx + 5) 

= 14 

b. ^. bie jireite 35ifferenj bcr gegebmcn ^rogreffton ifl conflant 
unb l)at bcn bcftäubigen SBertC) 14, ober bic gegebene ^rogrff]|ion 
ifl eine aritljmetifd^e ^^rogreffion ber jmeiten Drbnung. 

9(16 weiteres 83eifpiel fann aui) bie 9tei[;e ber Suben au6 §. 98 
I;iet;er gejogeu merbeti. 

§. 102. 

ßel^rfa^. Sn einer ^rogreffion, beten allgemeines ®Iie5 
t)on ber Sorm 

ifl, l^at bie conflante ntt ©iffereni bm 5Bert^ 

A'^iia; = 1.2.3...n.ao. 

Der aSemeie ergiebt fit^ unmittelbar burd; Sortfefcung ber @nt? 
tüidfelungen btQ vorigen Paragraphen. Denn ba a\i^ bem gegebenen 
9fuöbrudfe für u^ folgt 

fo ^at man l)ierau8 fofort meiter 

A^M^ =(n— l)fifloa?'*-'' + ... 
A'w^ = (n — 2) (n — I) naoa?*''' + . . . 
u. f. ir.; 

n^orauö man jufcfet ju bem oben angejeigten SEBert^e üon A*«^ 
gelangt. 

Seifpiele f. ben vorigen ^aragrapl;en. 

9fnmerfung. SJlan irirb bemerfen, ba^ e8 in ber ^ofge nid^t 
me^r nöt^ig ifl, in bem ^fuSbrudfe ber confianten Differenj A"«, 
ben Snbej: a? beijufe^en, weil biefe Differenj nic^t me^r üon s ab« 
[;ängt, fonbern man einfadjer fc^reiben fann A**«. 



\ 



\ 
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§. 103. 

ßel^rfa^. SEBenn baQ Stnfang^gticb u^ einet ^rogtefjlon 
nebji 5en ItnfangSgtiebetn i^rer fämmttt^en SDiffereuitel^en 
Awo, A«Wo ^c. einf^tieftid^ bet conflanten SDitferenj H^'u 
gegeben tinb, fo er^dtt man bas allgemeine ®tteb w^ Jener 
^rogreflion buxä) bzn ?(u8brutf 

«X = «^ + a?.At/o + ^ f "^ .A'tio + • • • 

H 1 . 2 ... n -^ **• 

S3etDei6. SKan bilbe, üon ben gegebenen Sfnfangögliebern axiB^ 
ge^enb, fuccefiiüe ba^ erfie, jtüeite, britte u. f. tc. ®fieb fotDo^I ber 
^auptrei^e, al6 auij aller ^Differeiijrei^en, irelc^e (enteren wieber 
jnr §erflellimg ber erfteren gcbraudE)t werben. 3)iefe SSilbung ge^ 
fi^ie^t burc^ fortgefefete ©ubjHtutionen, ju benen baQ ajtaterial in 
ben ©leid^ungen beö §. 98 enthalten iji, roie folgt: 

1) 9fu8 ben ©leic^ungen (I) beS §. 98 erhält man 

i#i = «0 + Awo / All, = Awo + A'mo , A*tii = A^tio + A'wo 2f. 

2) Sfu8 bm ©leit^ungen (2) bca §. 98 erhält man 

fl, = Ui -|~ ^Wi , AWa = Atli -|- ^*Wi , A'Wa = 2f. 

nnb tomn man hierin bie üorigen SBcrt^e fubjHtuirt 
ti, == Uo + Awo Atia = Atio + A'tio A'wa u. 

+ Awo + A'tio + A'tto + AX 

= Wo + 2 Awo + AX = A Wo + 2 A'^Wo + A'wo 

SJlan bemerfe, bai^ biefe SSilbung augenfällig an bie SSilbung bc8 
duabratö eines Söinomii erinnert, f. Sfrit[;metif §. 187. 

ä) «fuö ben ©leit^ungcn (3) be8 §. 98 err;ätt man 

tl3 = IIa -f~ ^^^ I ^^^ == ^f- 

itnö wenn man hierin bie Vorigen SSert^e fubfKtuirt 

tl3 =; flj, -j- 2Atio + A*tlo Atl3 = 2f. 

+ Atio + 2A«tio + AX 

= Wo + 3Awo + 3A'wo + A'wo 

8* 
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®ie gntflcr;ung biefeS SfuSörutfa jeigt irieber baöfelbe ®cfefe tri ^ 
fcie föilbung beS 6ubu8 eineS 58inomii. 

2&tll man fo fortfa[;ren unb baö ©lieb 1*4 t;erpeffen, fo tnu^ 
man bie üorfle^cnbc Gntwitfclung an allen mit „2c/' bejeic^neten 
©teilen um eine ©tufe n?eiter führen unb txijält alöbann ein Sie« 
fultat, bt^m Sntpcljung n^ieber ber Silbung bc8 SSiquabrata eineö 
S3inomii gemäß ifi. 

35arau8 folgt allgemein, bajß ber 2fu8brutf für u^ na6) Sfnalogie 
ber a?ten ^otenj eines 83inomii gebifbet fein muß, b. f). ba^ man 
erhält 

«'x = Wo 4- ^.^wo + r72 '^'"^ + • • • + ^"^0 

wo bie ßoefficientcn con wo, Ai'o, A*Mo k. ibentifd; fmb mit bm 
an^ §.35 befannten S3inomiaUSoeffiaenten. 

Stimmt man nun nod) an, ba^ bie nte 35ifferenj conjlant fei, 
fo ^aben alle berfelben nat^fofgenben 2)ifferenjen bm SBert^ Syluff, 
unb ber 2fu8bnicf für u^ bricht c>on fetbfi fo ab, trie e8 in bem 
ße^rfafee angejeigt morben ifi. 

83eifpiet. SBenn man in bem a3eifpiere beS §. 101 nur bie 
9fnfang8glieber «o = 10, Ai/o = 5, A'wo =14 ate befannt üor^: 
ausfegt, t)on benen ba6 (entere jugleirf) bie conflante 35ijferenj bar:= 
flellt, fo fann man naij bem üorfiebenben ße[;rfa^e ba6 allgemeine 
©lieb ber ^rogreffion tüieber [;erflellen, inbem man fe|t 

„^ = 10 + 0; 5+^^-*\l4 

== Tx' — 2a; + 10 

(ibereinfHmmenb mit §. 101. 

§. 104. 

3ufa^. ®inc ^rogreffion, bereu attgcmeineS ®(ieb ni^t 
t?on ber im §. 101 angejeigten ??orm ijt, fann nietnatö 
eine conflante SDiffermj l^aben. 

'^mn gefegt, e6 träte in irgenb einer 35iferenjrei^e eine conflante 
35ifferenj ein, fo mürbe, nac^ bem vorigen Se^rfafce, ba8 allgemeine 
®fieb ber ^rogreffion unter ber bafefbfl angejeigten Sorm bargefiefft 
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^txbtn föniien, meldte immtr auf bit ?orm beö §.101 f«i^ jurütf^: 

(Dagegen lä^t jebe ^rogrefpon, trelt^e üon einer arit^metift^en 

^ogrefpon eerfd^ieben ifl, fic^ immer fo auffaffm, baj^ mit a3e:= 

[(^ränfung auf eine geiriffe ©nippe Don ©liebern irgenb eine frü[;ere 

p6er fpätere S)iferenj berfeI6en angenäljert mie confiant ange* 

fe^en werben barf, bie ^rogrefficn felbff alfo innerfjalb biefer ©ruppe 

angenii[;ert wie eine arit[;metifct)e ^rogreffion erfc^eint. XkB tritt 

6efonber6 bann ein, ttjenn bie ©lieber ber ^rogrefpon feI6fl fcf)on 

angenäherte SBert^e irrationaler 3a[}fen finb, um fo mtljv alfo 

aud) bie ©Reber ber üCifferenjreiljen nur angenäfjerte SBerttje bar«: 

ficQen. ®n Seifpief ^ierju geben bie logaritrjmifrfjen Safein, in 

tenen bei ber geiDö^Mifid^en 9fnorbnung berfelben auf für|ere ober 

längere (Stredfen fc^on bie erfte 3)ifferen5 conflant su fein pfTegt. 

X)iefer ©ebanfen liegt jeber Snterpofation ber ^progreffionen jum 

©runbe, f. §. 110. 

§. 105. 

Aufgabe. 5£)ic Summe ber mten ^otenjcn ber natura 

r + 2** + 3" + . . . + rr"* 

ju flnben, tt)o m eine beliebige ganjc 3^^t ifl- 

Sfufföfung. Um bicfe Sfufgabe unter bie i?origen 9tegeln ju 
bringen, bejeidjne man bie gebad)te ©umme mit 2 (a?*") unb be* 
trai^te biefen §fu8brucf roie baB allgemeine ©lieb einer ^rogreffion, 
bereu befonbere ©lieber entfletjen, trenn man barin für ben Snber a? 
naä) unb nat^ 0, 1, 2, 3, 2c. an bie ©teile fefet. ^aS ©diema 
^er S)ifferenjrei[)en biefer ^rogreffion irirb fobann 

Ol 2 3 4 

\^^ V— ' V^ ">-»/ v^/ 

2(1") 2(2"') 2(3"") 2(4") ... 

1" 2" 3"* 4"" ... 

2" —\ 3"_2'" 4" — 3"" 

3"'_2.2» + l 4" _ 2.3"' 4.2'» ... 

4'»_3.3'" + 3.2"'_l 

t 
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nnb fann bi§ ju btv confianten 3)iferenj, weld^e = 1.2.3. .m 
fein mu^ (§. 102), fortgefcfet irerben. 

^xi^ btn SfnfangSflIicbem biefcr Steigen folgt naij §. 103 

+ ''^V.^2^!'7'^^ '(3--2.2- + 1) 

+ ''^'' 7 ^^273]%"^^ ' (^"^3.3" + 3,2"^ t) + ... 

roe^er Sfuöbrutf jcberjeit mit einer enblit^en Sfnjal;! üon ©Hebern 
abbriti^t 2)enn nai) btv Statur ber arit^metifd^en ^rogreffionen 
mu^ ba^ SfnfangSgfieb ber (r+ l)ten 3)ifferenjreiC;e, beffen affges: 
meiner Sfuöbnitf ifl 

(r + ir - r.r" +'^^^.(r^ If 

fftr r = m ftcEj auf fcie conflante S)iffereuj 1.2.3... m unb für 
r ^ m fxäj auf ?lull rebuciren. 

83eifpiele. 1) Um bie ©umme ber Huabrate ber natürlichen 
3af;Ien ju finben, bat man m == 2 ju fefeen unb erl;ält 

111 

2)iefe Summe ijl ibentifc^ mit ben SetragonaU^t;ramibaIja[;Ien 
(§. 10^). 

2) Um bie Summe ber ßubeu ber natürüdjen 3ar;Ien ju pnben, 
muß man m = 3 fe^en unb ertjcilt 

J:{x) =a; + 1.2*^ "i 1.2.3 ^^ 



a:(;r~l)(a;-2)(-g— 3) , 
"^ 1.2.3.4 ^ 



1 1 1 ., 



4 

U. f. \v>. 
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Sfntncrfunfl. a5urc^ gntmidfelung btQ obigen allgemeinen 
Äuöbrurfe für 2 (ar**) ifl leitet jn erfennen, öaß berfelbe allgeniein 
anfangen n^trb mit 

^ ^ m+ 1 

tt)o bie fofgenfcen Oßeber nie&rigere ^otenjen t?on a? enthalten. 
S)aTau8 fofgt 

WO bie fotgenben ©lieber nur ^otenjen Don -- enthalten. Sfffo 
^at man, für iDat^fenbe 9Bert[;e Don a? genommen, 

werter ?fu8bTutf fjäufig jur 93efKmmung Don ®renjen angemanbt 
werben fann (fnljt j. 83. §. 90). 



Ute figurirten 3at)len. 

§. 106. 

^rflSrnng. Unter figurirten ^a\)Un Derfte^t man 
bie ©lieber affer berjenigen aritf;metifd}en ^rogreffionen 
üon ^ö^erer Orbnung, iretc^c atö fummatorifd^e Steigen 
au8 einer arit^mctifc^cn ^rogrefjton ber crften Orbnung 
^etDorge^en, bercn erjle6 ©lieb 1 unb bereu conjiante SDif- 
fetenj irgenb eine ganje ^ai)l ift. 

SDie figurirten ^a^tn ber jft?eiten Orbnung inöfcefonbere 
werben ^ol^igonalja^Ien, unb bie ber britten Orbnung 
y^ramibalja^len genannt. 

S)er ®runb für biefe S3enennung liegt barin, ba^ bie (Siu^eiten 
biefer 3aI;Ien fn^ in regelmäßigen Siguren orbnen faffen, beren 
©eite burd) bm Suber ber 3at;l benimmt tvixb. 3)ie ^oU;gonar' 
jdl^Ien inöbefonbere liefern regelmäßige ^olbgone unb jerfaffen in 
SrigonaU, Setragonal-, ^entagonaIjaI;Ien 2C. 3)ie 
^^ramibafjaljlen liefern regelmäßige ^l;ramiben unb jerfallen in 
SrigonaU, Setrag onal^, pentagona! :=^t;ramibaf:= 
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jal^Icn 2c. ?rnfd)auUc^t SSeifpielt btt ^Ijramibalja^len Pnfc fcie 
Äugel^aufen, wtlc^e man in Beugl^äufem aufgtf^it^tct jinbet 

I)tr 3nbej: tiner ttfliirirten Sc^ijl (fo ö^jä^It, baf ba^ erflc ®Iieb 
1 bcn Snber 1 erf)ält) ttirb auc^ bit ©eitt ober SBurjel biefer 
ftgurirten 3fl^I genannt. 

Sfnmerfung. !j)ie a5inomiaI:=Soefficienten für abfolute gange 
©jrponenten jtnb nid)t8 anbereS a[6 figurirte 3a^Ien mit ber con^ 
jlanten 35ijferenj 1. SJlan mu^ nur, bamit fie unter biefer Sorm 
erft^einen, bic Tabelle bc9 §. 38 in 3rilen üon oben nai^ unten 
lefen. 

§. 107. 

ßel^tfa^. !Da8 attgemeinc ©lieb u^ btx Steige bcr ^o^ 
l^gonatja^tcn, bercn conflantc S)iffcrcnj d beträgt, ifl 

x(xd-'d + 2) 

u = — -^ ■ — ' 

* 1.2 

SBetteiS. SBenn man, um mit ber S3ejeid)nung8meife be8 §. 99 
in Uebereinpimmung ju bleiben, ber 9leif;e ber ^oU;gonaIja^Ien baS 
?fnfang8glieb mit bem Snbej: Dorfefct, fo ifl biefe Steige bie 
fummatorif^e 9lei[;e ber aritr;metift^en ^rogreffton erfler Drbming 

I, 1 + d, l+2(/, l+3d, ... 

nnb baS ©t^ema i^rer J)ijferenjreiben trirb 

^12 3^ 4 

1 2 + rf 3 + 3rf 4 + 6rf ... 

1 i + j l+2d l + 3rf 

d d d ... 

9fu6 btw 9fnfang8gnebeni biefer 9lei[)en folgt nad^ §. 103 

«X = * H 2 — ^ 

toeldjer Jfuebrurf ft(^ mie oben jufammenjietjen läßt. 

Seifpiefe. 1) @efet man d= 1, fo erhält man bieSrigonaU 
jablen (X)rciedfjaI)Ien) 

1, 3, 6, 10, 15, 21, ..., morin u, = ^-^^^t-^. 
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2) ©e^t man d = 2, fo tiiydlt man bit S^ctragonalja^fen 
(diiabratja^Ien) 

1 , 4 , 9 , 16 , 25 , 38 , . . . worin u^ — a?'. 

3) ©e^t man d = 3, fo crf;ält mau bie ^^cntaflonaljaljlcn 
(?Hhifed%al^Ien) 

1, 5, 12, 22, 35, 51, ... morin u, = ^^^^""^^ 
U. f. w. 

§. 108. 

Sel^rfa^. ®a8 attgcmcinc ©ftcb % bn fSttxi)t btx ^^^ 
tatnlbaljaftcn, bcrcn conjlantc ©ijfcrcnj d beträgt, ifl 



*** ~" 1.2.3 



gSewciS. SBenn man, mit in 5em Dorigcu ^aragrapf;en, btx 
Steige bcr ^^ramibafjaljlen ba6 Sfnfanflögfieb mit 5cm 3nbej: 
öorftfet, fo ifl biefe 9lri6c bie fummatorif^e 9lci[;e ber Jftcifje ber 
^oll^gonalja^Im bc9 Dorigen Paragraphen 

1, 2 + d, 3 + 3d, 4 + 6d, ... 

nnb baa ©d^ema il^rcr X)ifferenjrci^en trirb 

^ S Jl s ^ 

1 3 + rf ß + 4d 10+lOd ... 

1 2 + d 3 + 3d 4 + 6rf 

l+^i l + 2rf l+3rf 

d d ... 

Sfuö ben 9fnfang8glicbcm biefer fütiljtn fofgt nati^ §. 103 

* ^ 1.2'^^^^'^ 1.2. 3 

b. i. nacö bcm ße^rfafcc §. 38 

*~ 1.2 «" 1.2.3 

weli)cr SfuSbmcE jtt^ ttic oben jufammenjieben lä^t. 

SBeifpicIe. 1) ©efctman i=l, fo eri;ä[t man bieSrigonafc 
ipi^ramibalja^Ten 



1 
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1, 4, 10, 20, 35, 56, ... morin u, ^^ '^ ^^^+ ^l ^^^ ^\ 

2) (Sefet mau d = 2, fo crl^ätt man bie ^tttaQor\aU^\)vamibaU 

i, 5, 14, 30, 55, 91, ... morin u, = "" ^""f^^r^f"^ ^^> 

3) (Sefet man d = 3, fo er^cift man bic ^entagonat^^ramibat 
jaulen 

1, 6, 18, 40, 75, 126, ... trorin ti^ = ^^^^±^. 
U. f. lt. 

§. 109. 

iBel^rfa^. SBcnn man bic fuccefflt^cn ungcrabcn 3a^ten 
fo abbirt, baf man juctfl blc ctflc 1 für ft^ nimmt, 
barauf bic beiben et^cn 1 + 3, bann bic brci crflen 
1 + 3 + 5, bann bic t?ict ctftcn 1 + 3 + 5 + 7, :c., fo 
ctptt man bic 9tci^c bcr Quabtatc. 

SBcnn man aber bic fncccffiDen ungeraben ^af)Un fo 
abbirt, ba^ man jucvfl bic ctflc 1 für ^i) nimmt, barauf 
bic beiben fotgenbcn 3 + 5, bann bic brci fotgcnben 7 + 9 
+ 11, bann bic t)icr fotgcnben 13 + 15 + 17 + 19, zc, 
fo erl;ätt man bic 0lci^c bcr ßubcn. 

©etreia. 3Der crjle %[)tH folgt au9 §. 107, mo als (Summe 
ber ungerabeu äal^teu \)on ber erffeu 1 bie ju berjeuigen, bereu 
Znbt]c X if}, fid) ber 5Bert^ x^ ergeben bat. 

Um btw jtreiteu %\)n{ ju bemeifeu, abbire mau juerfi: bie uu= 

gerabeu 3ableu üou ber erfteu 1 bis ju berjeuigen, bereu "^wbt^ 

bie orte Srigoualjabf = ^ *^ ^^^f^ @umme beträgt nad^ 

bem S5origeu ( — ^^— \ . 

®at>ou fubtra^ire mau bie (Summe ber ungerabeu 3ableu Don 
ber erfleu 1 bi8 ju berjeuigen, bereu 3uber bie {x — l)te Srigonat 

jaf;r = c^ '^ ip. 3)iefe (Summe beträgt ebeufo f 2 J * 
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3)tc SJiffercnj gicbt bit (Summt btv x imflcraben 3a[;(en Don 
6er 2 ^ ^^^ au8f(!^Iie^Ut^ biö ju bcr ^ ^^ einfd)Ke^Ii(^. 
3)iefe ©umme wirb alfo 



Interpolation brr |ilro0rrf]{onen. 

§. HO. 

SrflSrung. Unter Snterjjotation einer ^rogreffton 
tcrtle^t man bie ginfdiattimg üon 3tt?ifc^engtiebern in biefer 
^rogrefflon, für gegebene getrogene Snbiceö, ipenn eine 
Oruppc l?on ©liebern berfetben für ganje Snbicee bef annt \% 

®ie ©runblage affer Snterpofationen bilbet bie Formel be8 §. 103. 
aHan nimmt axi, ba^ bie 3!)iffcrenj einer geiüiffen Dibnung üou 
ber gegebenen ^rogreffion innerhalb ber gegebenen ©nippe üon 
@Iiebern confiant fei imb betradjtet ben barau8 f;erüorgef;enben 
ffuöbnitf tjon u^ al6 gültig a\ic^ für gebrodjene Söertbe be8 Snber x. 
IDagegen mirb öon bem affgemeinen ©liebe ber ^rogreffion fctbfi, 
üon welcher Statur baafelbe aud^ fein mag, für biefen 3ivedf fein 
®cbrau^ gemad^t. Xie S3ered}nung affer, j. ©. ber [ogaritf;mifcf)en 
unb nnberer Safein rebucirt fid) barauf, bc[^ man mit §ü[fe if;re8 
nffgemeincn ©liebeS juerfi eine mäßige, in größeren Snteruatten au§ 
cinanber liegenbe 3al;I üon ©Hebern beredjnetj He jiüifd)enliegenben 
©lieber merben fobann, üf}ne lüeiteren ©ebraud^ i^^reö affgemeinen 
@liebe8, burd^ Snterpolation .^ergeflefft. 

@in Äritcrium für bie Sfniüenbbarfeit biefer Interpolation liegt 
barin, b(\^ bie J)iferen}en bö[}erer Crbnungen üon ter gegebenen 
^rogrefjton im 9[ffgemeinen fteiner \x\\b Heiner irerben müjfen, fo 
bof^ ber SfnöbrudC für u^ eine contergirenbe 9teif;e barflefft, toe[*e 
man mit einem bem t?orgefd)riebenen ©rabe \^o\\ ©enauigfeit ent^ 
fprec^enben ©liebe abbredjen fann. SBo biefc -^^cbingung nid}t er:= 
fünt Wirb, ba giebt bie Sntcrpolation feine juüjrläffigen Stefultafe. 

SJlan fann jtvei §anptanfgabcn ber Interpolation unterfd^eiben. 
Je nad^bem e8 entmebcr nur fn^ barum banbeft, ein einjelne8 
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Slnal^fi«. 



3tt?ifcötn(jüeb l^crjufleffen, ober alle 3ntert?attc btx ^anpttti^t iit 
tteincrm unb unter fic^ wiebcr glcid^en SnterDalleii buxif 3tvVi6)ttt^ 
glicber ausgefüllt tterbcn [offen, 

§. 111. 

SlufflaBf. 3n einer gegebenen ®x\xp\>t üon ©üeberit 
einet ^rogreffton ein 3n)ifc^engtieb für einen gegebenen 
getrogenen ^nbtic einjuf^atten. 

Sfuflöfung. ®ie gegebene ©ruppe üon ©liebern fei 

aSifbet man beren fucceffiüe I)iferenjrei[;en, fo ^at man na^ §. lOS 
«« = «'o + a;. Atio + — j^-~.A'tto + ... 

wetd^er Sfuöbrutf 6i8 ju ber conpanten 3)ifferenj fortgefefet n^erben 
mu^. 3n biefem SfuSbrutfe ifl für x ber gegebene gebrod^enc Snber 
einjufefeen. 

S3eifpiel 1. 3)aö gemö^nlicbe Snterpoliren ber logaritbmift^cn 
unb anbern Safein t^ermittelfl ber fogenannten ^roportionatt^rilr 
berufet auf ber S3orau8fefeung, ba^ bie erpe :S)ifferenj conflant fei, 
unb ijcA alfo nad) bec Sormel ju gefcl)e[;en 

«a: = «'O + X .äu. (1.) 

g6 fei 5. 33. jU finben log 1952,36, rrä^renb gegeben ifl: 



Snbrx 


u 


Au 



1 


log 1952 — 3.29048 
log 1953 = 3,29070 


22 



§icr iji ju fefeen x = 0,36 uii5 man ettjält 

log 1952,36 = 3,29048 + 0,36.22 

= 3,29048 
+ 7 92 

= 3,29056. 
^irrmit fann man Dtrglei^cn §. 60 Wnmerfung. 
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SBeifpicI 2. SSkim iu*t mcbr tie crfh, fenfctni crfl bie jlücitc 
Xiffermj aU ccnflant nngeftlim tvtrben barf, fo Kit man ;u fc^rn 

T (:r — 1) 



I«, = Wo + *. Aiio + 



. A*ti. 



(2.) 



€d fei $.95. ju finfcea log 20,75, träf^rcnb öCjjcbm ifl: 



3n>»x 


u 


Alf 


A>ii 




1 
2 


log 20 — 1,30103 
log 21 — 1,32222 
log 22 = 1,34242 


2119 
2020 


—99 



SJlati 6at JU fcfcen x = 0,75 unb er^nilt 

75 25 

log 20,75 = 1,30103 + 0,75.2119 + ' ^ ^ - 99 

= 1,30103 
+ 1589 25 

+ 9 28 

= 1,31702 

tDDtnit man ben ßogaritfunuö bcr Safel c»crgleicl)eu mag. 

3)ie 2)ifcrenjcn jiub in biefcn Seifpielcn, rric man ficf;t, übtraH 
m ©nl^eitm ber fünften ®ccimaI|Mc angefe^t trorbcn, lüa6 bes= 
qutmtr )u fc^reiben i{i. 



§• 112. 

9[nfga6e. 3n riner flcgebcncn Qixnppt i?on ©tiebern 
einer ^rogrcffton für ein gegebenes cinjufdjattcnbeö 3it)if^cn5 
gfieb ben Snbejc ju flnbcn. 

Sfufföfung. 35icfe 9{nfgabe ijl bie Umfef;rung bcr vorigen, 
5. §. e0 ijl IIa. gegeben unb x wirb gefudjt. 

SBenn bic erfte Xifferenj conflant ip, fo ijat man auS ber 
®reti^ung (1) beö vorigen ^aragrapben unmittelbar 



tfx — «0 



Au 



(l) 



^ 
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SQcnn bie jJteite I)iffercti5 conftant iff, fo löfe man bie ©Irit^ung 
(2) bc6 öorigtn ^aragrrtpljen auf in btx Sorm 

u^ — Uq 

nef;mc btn au9 btx ©Iric^ung (1) erhaltenen SBert^ Don x, bcn 
man ttie bcn erpen S^ä^erungSmert^ anfieljt^ unb fubflituirc ben? 
felOen auf ber rechten Seite ber ©leit^ung (2), um bm genaueren 
SBert^ üon x ju er[;alten. 

©benfo Derfa[;re man, wenn irgenb eine fjjätere 35ifferen} conflant 
ift, inbem man allgemein f;at 

©eifpiel 1. 3n bem SSeifpiele 1 beö vorigen ^aragralJ^en fei 
gegeben 

u^ = 3,29056. 

2Jlan f;at u^, — Uo = 8, alfo au8 (1) 

^^u^^:Jio_ 8 ^ 0,36... 

Au 22 ' 

«flfo 3,29056 = log 1952,36... wie oben. 

©eifpiel 2. 3n bem SBeifpiete 2 be6 vorigen ^aragrapl^en fei 
gegeben 

u^ = 1,31702. 

Man'^at u^ — Uo = 1599 alfo au9 (1) btn erften Slä^erungS^ 
merti; 

^ — Ai/o ~ 2119 — "'^^^Ö- 

©ubjHtuirt man biefen SBertf) auf ber rechten ©eite ber ©leie^ung 
(2), fo fofgt ber genauere Söertf; 

^ = 2119 + 0,1227.99 == 0,7504. 

S«fo 1,31702 = log 20,75 ... wie oben. 



^ 
^ 
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§. 113. 

^tufgaBe. Sine QtQtbmt (Sviippt t?on ©tiebcrn einer 
^rogrefflon burc^ bie gegebene 2(^f)l m ju interj?otiren. 

Ober: ®ine gegebene ®ruppe üon ©liebern einer ^rogreffion^ 

beren 3nbice6 um je 1 fortfc^rcitcn, fo jii interpoliren, ba^ bie 

1 
3nbice§ ber neu ent|hl;enben Steige um je — fortft^reiten. 

?fuflöfung. 3)ie gegebene ®ruppe Don ©liebern fei 

bcren 35ifferenjrei^en bi6 ju berjenigen I)ifferenj A^ tretd^e afö 
conflant angefe^en merben füll, ttie oben ju bilben fmb. X^aS all=^ 
gemeine ©lieb biefer Steige ir>irb fobann nac^ §• 103 

roctd^er ?fu8bni(f bi6 ju ber conpanten 3)iffereni A^ii fortgefefet 
werben muß. 

'2fua biefem allgemeinen ©liebe fann man fofort, inbem man 

12 3 

barin für x fuccefpüe bie SBert^e 0, — , — / — • Jc. an bie ©tellr 

fefet, für bie fucccffiDen ©lieber ber geflickten 9lcil;e bie folgenben 
allgemeinen ?fu6brüdfe bilbcn: 

«0 = Wo 

I ^ A l(m— 1) ., 

• m . 2m . 3m 

I -^ A 2 (m — 2) . o 

«(i) = «0 + -• A«, - -^-^^. Ali, 

, 2i(m-2)(aCT-2) 
"T »1.2».. 3m Au,-... 

, 3 . 3(m — 3) ., 
«/'»^ = «0 + — • A«9 ^— OTT- AX 

3(m-3)(2m-3) . , 
H m.2m.3m A««-... 

lt. 
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§ierau8 folgen ttriter für bie fucceffiüen ©lieber ber erflen !Difs 
ferenjrei^e, mbem man für biefe jur Unterft^eibiing 8 ftatt A fefet, 
bie folgenben 9fuabrfldCe: 

ej 1 4 m — 1 .« , 2m'— 3ifi + l .- 

8«„ = _. A«, - -3-,-. A'«. + ^,-X_. A'»o _ ... 

^ 1 . «1 — 3 ., , 2m' — 9ot + 7 ., 

1 . m — 5 ., , 2m» — 15m + 19 ., 

hieraus er[;ält man für bie ©lieber ber jweiten a5ifferenjreif;e : 
8'mo = 3. ^^Uo — ^^^-T-- AX + . . . 

§ieran8 bie ©lieber ber britten 3)iferen5reif;e: 

8X = -3* AX — ... 

2C. 

unb fo fäf)rt man fort, bia man jn ber conjlanten 35ifferenj 8"« 
gelangt. 

S3on biefen fo gebilbeten Sfuöbrücfen ftnb für ben Jjrafttft^eii 
©ebraud) nnr biejenigen ber ?fnfang8glieber fämmtlitf)er Steigen, 
nämlid^ Mo, 81/0, 8*Wo/ S'wo 2C. erforberlid). X)enn fubfHtuirt 
man in benfelben bie gegebenen numerifctjen 3BertI;e, fo Ijat man 
bamit bie üoffpänbigen Xcitaf nm au8 i[;nen bnrd^ blo^e Sfbbitionen 
(§. 99) bie gefachte 3lei[;e, meldte ba^ 9tefnltat ber Snterpolation 
ift, fjerjuleiten. 

3ri8 9lec^nung8probe mn^ man für Wi, U2, u^ 2c. genau bie für 
biefe ©lieber gegebenen SBert^e ttieber erhalten, 

S3eifpiel. (Sott eine gegebene ^rogreffion, beren britte 55iffcrenj 
conffant ift, burc^ bie 3af;I 10 interpolirt werben, fo er^ätt man 
au8 bzn gegebenen ?fu6brüdfen, inbem man m = 10 fe|t: 
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Silo = 0,1 Aiio — 
8*iio = 0,01 A'iio - 
8'ii = 0,001 A*ii. 

©ö fri j. 83. gefleben : 



0,045 A'tfo + 0,0285 A»u 
- 0,009 A'ii 



3nbei; 



u 



Ati 



A«tt 



A»fi 




1 
2 
3 

S>anti tt)irb 



log 20 s 1,30103 
log 21 = 1,32222 
log 22 =r 1,34242 
log 23 =r 1,36173 



2119 
2020 
1931 



-99 
-89 



10 



8iio = 216,64 

8X = — 1,08 

b'u = 0,01 
iinb üermittctfl bitfer X)iffercnien tr^äft man al9 Stefultat 5er Sntets 
|)oTation bit folgmbe ntue ^roflrcfjion: 



3nbr]c 


u 


du 


8«ti 


8»tf 





log 20 = 1,30103 


216 64 






0,1 


log 20,1 = 1,30319 64 


215 56 


— 108 


01 


0,2 


log 20,2 == 1,30535 20 


214 49 


107 


01 


0,3 


log 20,3 rrt 1,30749 69 


213 43 


106 


01 


0,4 


log 20,4 = 1,30963 12 


212 38 


105 


01 


0,5 


log 20,5 = 1,31175 50 


21134 


104 


01 


Ofi 


log 20,6 = 1,31386 84 


210 31 


103 


01 


0,7 


log 20,7 = 1,31597 15 


209 29 


102 


01 


0,8 


log 20,8 = 1,31806 44 


20828 


101 


01 


0,9 


log 20,9 = 1,32014 72 


20728 


100 


01 


1,0 


log 21,0 = 1,32222 00 


206 29 


99 


01 


u. 











aBtttflein*d dUm. anat^ematif m. 93b. 1. ^ibtff. 
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\vtli)t 9tcif;e bwxij fortflcfefett ?ri)bittoncn biö jum 2Fnbejr 3 fort» 
jufttfjrcn iji. 

aWan ücrgleit^e mit bcm ©rgebniffe biefer Snttrpolation bic be» 
trcffcnben ßogarit[;men einer fünfteiligen Safel. 

§. 114. 

ßei^rfa^. SBcnn eine arit^metif^e ^regrcfjton, fecreu 
ntt ©iffcrenj A"w conftant x% bnxä) blc 2af)l m interpotirt 
ttjir^, fo ^at bic conflantc iDiffcrenj 8V ber neu entfle^cn^ 
ben ^rogreffion btn SBcrt^ 

8"ii = 4 • A*M. 



tn^ 



S3emei6. J)a6 allgemeine ©lieb einer arit^metifdien ^rogrcf|iott 
ber nten Drbnung fann immer auf bie tjorm gebradjt n^erbcn 
(§, 101) 

nnb in btn §§. 101 nnb 102 ^rtt fic^ gejeigt, ba^, wenaman hierin 
ben Snbej: a? fuccef|iue um je 1 mad^fen läßt unb öon ber fo mfc= 
jlef;enben ^rogreffion bie 3)ifferenjrei[;en bilbet, man julefct gu bar 
conffanten I)ifferenj gefangt 

A"m = 1.2.3...n,ao. (1) 

SBenn man bagcgen bm 3nber x fucceffiüe um je — toad^fen 

Iti^ unb bie entfpred^enben S)ifferenjen jur Unterft^eibung mit & 
fiatt A bejeidjnet, fo erhält man auf bemfelben SBege, ttir bort^ 
juerfl 

- (flo^" + a,x^-' + ... flj. 
m ' 

unb barau6. meiter 

ä2,. (« — 1) WflQ n-2 j_ 

Wa; = i * X -jr . . . 

S3,. _ (« - 2)(yi~ i)«<yo n-3 I 



u. f. w. 
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unb mithin mblici^ bie coupante 3)iffercnj 

9fue (1) unb (2) folgt fobötm bic ©e^auptung beS ße^rfafceö. 
93tifpie(e fet;e man im vorigen Paragraphen. 






§. 115. 

SrnSmitg. Unter einem Äettenbruiä^e tjerjle^t man 
einen Sru^, bejfen 3&f)Ux 1 ijl unb beffen Slenner eine 
oöfotute ganje 3a^I mit einem angehängten SSru^e, ml6)tx 
tüitbtx ben ^&i)Ux 1 unb einen Slenner üon berfelben 
SBefi^affenl^eit itjie tjorl^in ^at u. f. f. 

@in Äettenbrud^ ^at alfo allgemein bie ®epalt 



as + ... 

1 

unb fann entweber mit einem bejHmmten (Stiebe -- abbred^cn ober 

ol^ne Snbe fortgcljen. §ier merben junäctjfi nur enblid^e Ä'etten:^ 
Brücke betrachtet. 

a5ie abfoluten ganjen Scif)Un a^, at, a^ 2C. werben bie X^tiU 
nenn er beS Äettenbruc^S genannt. 

®em Äettenbrud^e fann aud) eine ganje 3a^I üoraufgc^en, in 
weldjem gaUe er bie ©efialt l^at 

"" + b i-x L_ 

9* 



^ufgaBe. ©inen gegebenen rationalen Sru^ in einen 
Äettenbru^ ju tjertranbetn. 

STuflöfung. 2Jtan irenbe auf 3äl^itx xinb Slcnner 5eö ge* 
gebcucn Srud^ö t)a8 a3erfaf}reu an, mclti^ea in bcr ?fritf;metif §. 76 
STuflöfung 2 jur Sfuffinbung bea größten gemeinfc^aftfi(!^en S)il)t 
forS jtreier 3a[;Ien getefjrt rrirb. 

SBar ber gegebene ^xnij ein äctjter S3rut^, fo finb bie burd^ 
biefeö S3erfa[;ren fic^ ergebeuben Cluütienten unmittelbar bie S^fjeit 
nenner beS gefud^teu Äettenbruti^S. 

SQSar bagegeu ber gegebene 5Bru^ ein unä^ter S3ru(^^ fo ifi ber 
erfte bicfer Quotienten ala gauje 3af;[ anjufe|en unb bie folgeriben' 
Quotienten fuib bie S^eilnenner beS btrfetben anjuljftngenben 
Äettenbruc^S. 

Seifpicfe. 

STumertung. SBoIIte man bie S3ef(^ränfung beS oorigen ^ara^ 
grapsen, ba^ ade ääbler beS itettenbrud^a 1 fein fotten, aufgeben, 
fo ttl'irbe bie [;ier üortiegenbe Sfufgabe nic^t me^r eine bejiimmte 
Sfufgabe fein, foubern inijäblige Sfuflöfungen julaffen. Stua biefem 
©runbe merben [;ier anbere ala bie im oorigen Paragraphen be== 
jeid^neten ^ettenbn'ic^e nidjt betradjtet. 

§. 117. 

SIufgaBe- ßinen gegebenen Äettenbru^ in einen ges: 
ttjo^nti^en 5Bru^ ju üertt^anbetn. 

Ober ben SQertf; t?on x ju finben aua ber (Sleid^ung 



. = ' 1 






tfa + 



tro fli, «2, «3 ... «n gegeben fmb. 

§fuf[i)fung 1. SJlan bef^ränfe bit Sftedjnung juerp auf btn 
legten 3;r;eilnenner a^, iidjt ju biefem fobann bie übrigen 3^[;eit 
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nennet «»_i, a^^.! Jc. einen nac^ bem antern [;inji!, unb bejcidyne 
6ie Steige ber fo fuctefpre entjlef;enben SSrüc^e mit 

^V| ''^1 ^S '"'H 



N, ' fft ' Ni ' '■' N, 



n 



2Dann f)at man 

Jf , _ t 
^1 ~ fl« 

iV, "" , JV , "" a^i iV, + if, 

M^ 1 iV, 



2Cv folflfit^ attßemein für bcn Snbej: r 

S)iefer 9fn0bni(f fliebt eine affgemeine Siegel an, bnrdj meiere 
man jeben biefer S3rüci)e au9 bem i^m Dor^ergeljcnben ableitet 

3Jlan Ijat nnr nbt^ig, bem erflen biefer S3rüd}e -ät == — ^p« 

M 

jlngirten 85rud| -^^ = y üoranjnfteffen, um au6 beiben nac^ biefer 
Siegel bie gauje 9teif;c ber 85rüd}e fucceffiue ju enüüidfeln. Der 
Ie|te biefer fflrüc^e, ober -rp-, mirb ber gefudjte SBertC; i?on x fein. 

Sfuflöfung 2. 3Jlan beft^ränfe bie 9let^nung juerft auf bm 
erflen Sljeifnenner äj, jiebe ju biefem barauf bie folgenben SC;eif* 
nenner Oi, a» 2c. einen na^ bem anbeni ^inju, unb bejeidjne bie 
gfleir^e ber fuccefTilJen 83rüt^e mit 

Zl A A A 



3Dann f;at man 



A = 1 
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'. _0^ + i)^+^ 



A= L___£tZ_____ «« f » + f» 
^* («, 4- IJ (». + (>. ~-^<^' + ^« 

lt., foIflUt^ allgemein für ben 3nbep r 



(2) 



a^icfer 2fu9bru(f fpric^t eine affgemeine Siegel axiB, bnxi} totl^ 

man jeben biefer ©riid^e au8 bm beiben i^m oor^ergt^enben abss 

p 1 

leitet. SDlan l^at nur nöt^ig, bem erflen biefer Srüd^e "71^ = ^ 

p 

ben fingirten Srut^ 'W~ '^ T ^^^^^^\^^^^^f ^^ ^^^ beiben naäf 

biefer Siegel bie ganje Steige ber 83rü^e fuccefjiüe ju enttoitfeln. 

p 
'S)tt lefete biefer ©rüd;e, ober 7p, mirb ber gefachte SBert^ uon x 

fein. 
aSeifpiel. g8 fei ber SBert^ Don x ju fachen aua ber ©leic^ung 

X = :; — ^ « 

ä + TX' 1 



Slad) ber Sfuflöfung 1 erhält man: 

SE^eilnenner ... 4 1 5 2 3 

M iL JL A A ?? ^ 

iV ••• 1 4 5 29 63 218* 

yiaij ber ?fufföfung 2 bagegen 

S[;ei[nenner ... 3 2 5 1 4 

/> J}^ jl_ 2 11 t3 63 

••• T T T 38 45 218' 

3ebe biefer Sfufföfimgeii gebt alfo 

63 

^ = 2TS- 



«^ttf flbf^Bitt. 135 

Vitmerfung. SSkiui man nai tnbm ge^ebenm tfuflöfiingm 
iiiQitidf Tränet, jrbo^ naA ttv rinnt nur r unb na^ ttr antmi 
nur II — r ®(tcber mtnntfrft, n?o r rine brfitbi gt }n?if(^m unb n 
enthaltene 3(^ffl iß, fo fann man aud bm fc gen?cnnenen ältfuU 
taten aDein fc^on bm SSkrtb t?on x finben. X'eun offenbar n>irb 
6er Vudbrutf (2), icenn man barin für «^ an bie SfttOe feftt 

^r + TjT^/ in ben »af»ren ®trtb Don * überleben, ober man 
itnrb §aben 



fßr jeben beliebigen Sßert^ oon r. SSJenn man ). ^. oon ber 
obigen Sled^nung nur bie Sru^fKicfe fle^ni lä^t 

iV ••• 1 4 5 (/ ••• 1 3 7 38 

fo folgt hieraus 

mie oben. 

SJlan fann übrigens bemerfcn, baß bie evflc ber bribcn obigen 
Äufföfungen wenig im ®ebtanä) ifl unb mau oorioiegenb flc^ ber 
jlDriten bebient, toeil bie au8 if;r f;cri?orgef;enbe Steige oou Sörüc^eu 
noc^ befonbere bemcrfenötoerttje (gigenfc^aften bcfifct, bie in bm 
näi^PfoIgenben ^aragrapfjen jur (Erörterung fommen. 



Dir {läi|rrung$]iierti|r 2rer firttrnbrfidjr. 

§. 118. 

ßrflarung. ©iejenigcn SSrädje, tpct^e man au« einem 
gegebenen Kettenbrücke erhält, inbem man bcnfetben mit 
bcm erfien, jn^eiten, britten k. SE^cilnenner abtritt, tt?erben 
ber erfle, itt?eite, britte it. Sfiä^erungött^ert^ be« 
Äettenbruc^ö genannt. 

a)ie 5lä^erung8irert^e riucS Äctteubruc^e fmb ibciitifc^ mit bm 
buxä) bie Sfuflöfung 2. ber Dorf;erger;enben Sfufgabe gefunbenen 
S3rfi(^en 
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35er ©runb für bicfc Benennung liegt in getniffen Sigenfd^nftm 
tiefet aSrüd^e, wel^e jtd^ unmittelbar auS ber obigen ©ntfle^unft 
berfelben ergeben unb iteld^e jtnb: 

1) bie 5Rä^erungSitert^e jlnb abweii^felnb größer unb f feiner äÖ 
ber nja^re SBert^ beö Ä'ettenbrut^S, unb je jwei auf einanbrr fot 
genbe Slä^eningöwert^e entfjaften atfo biefen magren SBert^ jwifd^en 

2) S)ie 5lä^erung8wert]^e fommen fuccefftüe bem wahren SBert^e 
beö Ä^ettenbrud^ö nä^er unb näf;er. 

?fuf biefen ©genfd^aften beruhet aud^ bie ?fnmenbung ber Äetten:? 
brü^e, um einen gegebenen ^xni), bejfen ^&l)ltx wnh Stenner grofe 
3rtt;ten jinb, angenähert in Reineren 3af)len au6jubrütfen. ^aw 
l)ai nämli^ ju biefem ^xotdt ben gegebenen S5ru(^ in einen Letten- 
bruc^ ju üeritanbefn unb bie 5>tä^erung9wertf;e biefeS lefeteren ju 
befHmmen. 

83eifj3ier. J)er jjreu^ifc^e guß fjält gefcfeli^ 0,31385 SJteter. 
SBill man biefen ffiruc^ angcnäfjert in Heineren 3fll;ten auöbrüdfen, 

Ol QQR 

fo üeritanbele man föööoö *" ^*"^^^ Äettenbrud^, itobur^ man bie 
S^^eifnenner er^äft 

3, 5, 2, 1, 2, 2, 2, 25 

unb bejHmme ^ierauS bie 91äf)erung9tt)ertf;e biefe8 Ä'ettenbrud^ö, 
welche jinb 

J_ _5^ n 16 J3^ 102 247 6277 
3 16 35 51 137 325 787 20000* 

J)iefc aSrüc^e jlcllcu (mit ?[u8na[)mc be8 legten, itetdjer bem itatjren 
SCBcrtfje gfcid) ijl) angenäfjcrte SSertfje be8 gegebenen ©rud^ö bar, 
ber erjle am tnenigPen genau unb bie fofgenben mit fuccefjiüe ju^ 
ne^menber ®enauigfeit. I)cr erpe biefer S3rticf)e ifi ju gro^ unb 
bie fofgenben jtnb abwec^fefnb ju ffein unb ju grof. 

Sfnmerfung. 3!)icfc Sfnitenbung ber Äettcnbrüd^e f;at juerfJ 
§ul;gen8 gefe^rt, mcfc^er 1695 jlarb} bie Sßeranfaffung boju 
fc^eint if)m bie SSerfertigung eineö ^fanetarium gegeben ju f;aben. 
3)enn um bie Umfauf8jeiten ber ^fanetcn burt^ einen foft^cn Sfps 
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parat ric^tifl barjupcKen, tnerben fftäber crforbert, in bmtn bit 
3cif)Un 5er 3ä^nc mit ienen Umlaufs jeitcu in gleid^em S5er[;ältniffc 
jle^en. 3)a nun bie gebac^ten UmfaufSjeiten buri^ große 3cil)Un 
auegebrüdt werben, bie 3a[;I ber 3cii)nt in Släbern t?on gegebener 
®röße aber eine gcwiffe ©renje nid^t überfc^reiten fann, fo trat bie 
Sfufgabe ein, Sßer^ältniflfe ju pnben, wel^e in Heineren 3a^Ien 
auögebrüdft benno^ ber 8Ba^r[;eit fo naf;e toit möglid) blieben. 
§ut;gen8 löste biefe ?fufgabe unb bewies jugfei^ bie üorjügfie^fien 
(Sigenfc^aften ber Ä^ettenbrüc^e. 

§. 119. 

8el^rfak 3tt?ifc^en btn 3ä^tcrn unb giennern Jeber jiDei 
auf cinattoer fotgenben giä^erungöwert^e finbet bie SSejleß: 
^ung flatt " 

83eweiS. Silr bie J)ifferenj jweier auf einanber fotgenben Stä^e? 
nmgSloert^e txljält man, unter 3ujie[;ung ber ©feic^ung (2) §. 117, 
ben ?fuSbrutf 

LL 'r—\ ^r °r— 1 "T A-— 2 *r—\ 

Or Or-l Cr Or-l + Or-2 Or-l 

unb wenn man biefe ©Weisung mit bem ^robucte ber beiben SWenner 
muftipficirt, fo folgt 

@efet man f;ierin für r ber JRei^e nac^ bie SBert^e 2, 3, 4 it., 
fo r;at man einjefn 

Pi Qi — PiQ2 = — {Pi Qo - Po (?,) 
P, 02 - PzQ,^ - {P2 Ol - Pi O2) 
Pa Q,- P,0,^ - {Ps O2 ~ P2 ft) 

2C., 

woraus JU erfennen ijl, ba^ mit wae^fenbem r ber SfuSbrudf 
Pr ör-i '"*- Pr-i Qr f«ueni 3a[;[wcrt^e nad) bcfiänbig berfelbe btribt 
nnö nur t?on @tufe ju ®tufe fein Jßorjeid^en wedjfelt. 

9lun folgt ferner auS btn beiben SSertf;en 
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j 

r 



unmittelbar 


<?i «, 0, 1 
/*. C>o - Po (?i — 1. 


Solgß^l ^at man 


toeiter 




P, Ö. - Pi c>, - - t 




P» (?, - P, ft - 1 




A <?, — P» ^4 = - 1 


un^ allgemein 


JC. 



2)ic ^otenj (— 1)**^' Ijat \)itx [ebiglid^ bic IBebeuhmg, afe ein 
einfache© §ülf8raittel jur SSefHmmung beö rid^tigcn SSotgcid^cnS ju 
bienen. 

?fnincrfung. SJtan mirb bemerfen, ba^ biefer 8e^rfa| fi(^ auc^ 

p 
nod^ bis auf beti SSrii^ 7^ erfircdft, ebtüof;! berfclbe nidbt einen 

Vit 

Jlä^enmgStüert^, fonbem ben wahren SGBcrtl; beS Äettenbruci^a bar^ 
fleKt. 3)a8fcfbe gilt üon bcn nädjflfofgenben ßcfjrfäfeen. 

§. 120. 

ßel^rfa^. SDic Slä^crungetrcrt^c cincö Äettcnbrut^d t^nb 
iebcrjcit rebucirte ®rii^e. 

Der SSetüeie beruhet auf bcm üorigcn ßefjrfa^c. Denn Ratten 

p 
3ä^Ier unb Stenuer be9 93rud^ö ^ einen gemeinfc^aftlic^en ?factor, 

fo mü^te Dcraiöge ber ©fcid^ung 

Pr Qr-l - Pr-l Qr = i- ^y-' 

anä) bie 3c^^ 1 burd| biefcu Sactor t[;eit6ar fein (Sfrit^m. §. 69), 

ma6 unmögfici^ ifi. 

p 
^ittmi) wirb auc^ ber lefete ©ruc^ 7? , tüetc^er btn wal^ren 

aSert^ be9 Äettenbruc^a barflettt, jeberjeit ein rebucirter ^xnä) fein. 
35ie aSermanbtung eines ©ruc^ö in einen Äettenbruc^ flettt fi^ 
bemnac^ al6 ein neue6, Dom §. 94 ber ?[rit^metif Derfc^iebeneS SBer^ 
fahren bar, um einen gegebenen SSruc^ ju rebuciren. 
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§. 121. 

Srl^rfa^. ®ie SDifferenj jiebcr jtüei auf einanber fofe 
^enben Slä^erungöwert^e \)ai btn Söert^ 

"r " r— 1 / IV"* ^ 

35er »cwciS ifl im §. 119 enthalten. 

SJlan fann ^iemati^ bie ffteifje btx Slä^erungötüert^c eines ^etten^^ 
6ru(i^ö nebjl i^rer erflen S)ifferenjrei§e bur^ foIflenbeS ©^ema 
barpellen : 

m «11 "O '■I '■» *S 'n 

^^^- ^ o; ö; 0, ' ' ' ' On 

3)ifferenjen: + ^ -~^ +__.... (^l)«-^_i_ 

^itrin bebeiitet Qo = i uiib 0i = a, unb Jeber fofgcnbe 9letmer 
ttnrb au8 ben beiben t)or[;erge^enfcen bur^ bie im §. 117 betüiefene 
©leie^xmg Or = «r Or^i + ör-a abgeleitet. 

3n bem SSeiftiiefe bea §. 117 mirb ba^ (S^ema foIgenbeS: 

^^^^^** 1 3 7 38 45 218 

a)trferenjen: + f-3 —377+7735 —38/45 +45T2r8 

Änmerfung. S)er maljre SBert^ beS Äettcnbruc^ö ifi jirifd^en 
ieben jitei auf einanber fotgenben 5Jlä[;erungatüert^en eutljatten. 
§nfo ijl ber Unterfc^ieb jrüift^en bem wahren SBert^e unb irgenb 
einem Jlä^erungawert^e, feinem 3al;firert^e nac^, iebetjeit ffeiner 
ate bie oben angejeigte Differcnj. 

SBiff man aber bie 3)ifferenj jirift^en bem wahren SGBert[;e eines 
Äettenbruc^S unb irgenb einem 9lä[;erung6it)ertr;e beafefben burd^ 
einen genauen ?fuabrudE barflellen, fo fann man baju burc^ §ülfe 
ber ©Weisung (3) §. 117 gelangen, ea tt?irb nämliij 

^ -= fi- ^w— r + ^r— 1 ^n—r ^ 

Or Or^n-r + Or-lM^, Qr 

^ _ (Pr Or-l - Pr-^ Or) ^n-r 

OnOr 



/ 
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unb üermöge beS 8ef;rfafeca §.119 

x^^ = (-iy ^^ 



Or ' ' OnOr' 

S)a mit trac^fcubem r foiüot;! M,^_^ ffeiner ats au(^ C?^ größer 
tüixb, fü tüirb aud^ bicfc 3)iffcrcnj, if;rcm 3ci^toert^e nat^, fuccefftüt 
ffeiner tnerben, tric eS fein muß. 

®o l;at man in bem 93eifpiefe bea §. 117 

1 29 

X ;r- 



X 



3 218.3 
2 . 5 



-T = + 



218.7 



X T^ 



11 4 



38 218.38 
13 . 1 

^ — A^ = + 



45 ' 218.45 

mo bie 3ä[}Ier 29, 5, 4, l nid)ta anbereS finb als bie SBert^e 
M4, M^, Mi, Ml bea §. 117, b. i. ibentif^ mit ben bei ber SSer^ 

tüanbtung bea ffirud^a jjg in einen itettenbrucf) nai) §. 116 fucs= 
ceffn?e entpe[;enben Jftepen ber J)iüifionen. 

§. 122. 

3ufa^. 3eber 9fici(;erun0dtt?crt^ cine6 Äettenbru^d tann 
buxi) bie ©umrne auögebrüdEt tpcrbcn 

Pill 1 

+ nTn: — ••(—1; 



Or Oo Ol Ol O2 ^ ft O3 ' '^ ^ Or-l (?r' 

3)iea ijl eine unmittelbare ?5oIgerung aua bem Dorigen Paragraphen. 

Sü[;it man biefe ©umme bia jum Slenner On fort, fo erf;äft 
man bm SGBertf; bea gaujen Äettenbrucfca, ober ea ij! 

1 1.1 . ..._, 1 



j? 



OoOi QiOt '^ O2OS '" ^ ^^^ ' Or^^On 



7 



®o f;at man in bem Seifpiele bea §. 11 

63 _ J 1_ _^ 1 1 , 1 

218 "" O "~ 3?7 "» 7738 "" 38745 "» 45.218" 
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Unrni^lidir üttUnhriidft. 

§. 123. 

ßel^rfa^. Sebcr Äcttcnbrud;, tpctdjer btv (SrtCdrung bcö 
§.115 entfpri^t unb o^ne @nbt fortgebt, ijl einer irratio^ 
naten ^af)l gteic^. 

SSeweia. SBäre ber unenblid^e Ä'ettenbruc^ einer rationalen Bai;! 
flleid), fo mürbe, mcnn man biefc nntcr gefJ^attnng ber (SrHärung 
§.115 mieber in einen Äettcnbnit^ Dertoanbelte, bieälet^nung naij 
§. 116 mit einem bejlimmten Stjcitncnner abbre^cn, tüaS ber SSor? 
<iuöfefenng miberfprid^t 

§iernad^ bietet ber nnenbfirfje Ä^cttenbrnc^ fic^ al8 eine eigentf;üm- 
liäjz ??orm, üerfc^ieben üon ber unenbtid^en 9lei[;e (§. 4), bar, nnter 
joel^er irrationale 3at;ten bargepedt merben fönnen. ®er Söertf; 
bc8 Äettenbrn^ö erfc^eint babti ala eine ®renjc, nnb bie 9tä[;ening6^ 
Joert^e beö Äettenbrui^ö fallen nnter bie jlrenge grflärnng beö §. 2, 
toa^ bei ben enblid^cn Äettenbrti^en nic^t ber Wall ifl. 

§. 124. 

ßel^rfa^. Seber imeubli^e Äettenbrucf), bejfen 9Iä^e:= 
tungötpert^e fmb 

^ £i ^ ^ in Inf 

C^o C^i O2 (Js 

tann burdj bie unenbUc^e 9lei^e auögebrüdft tuerben 

1 1,1 ... 

-f- 7^—j: ... m mc. 



2)er fBetüeie folgt au8 §. 122. 

^xtnxaä) iji eö jeberjcit leitet, üon bem nnenbhc^en Ä^ettenbruc^e 
loieber ju ber nnenblic^en 9lei[}e überjugeljen. 9Jtan fann auc^ be:= 
inerten, ba^ biefe unenblic^e 9lci[;e nac^ §. 10 jeberjeit eine conüer- 
girenbe 3teif;e fein mirb. 

SBSaS bagegen bie DarpeUung beS nnenbtic^en Äettenbruc^8 felbjl 
au8 einem gegebenen irrationalen ?fu8brudEe anbetrifft, fo follen 
fcarüber in bm fofgenben ^aragrapfjen mir jmei Seifpiete gegeben 
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werben, lüeldje jum itenigjten bie SJlöflfic^feit berfelben jeigen. ?fttr 
jjraftifd^e Sfnmenbmigen ifl biefer ©egenflaub rcenifl geeignet 

§. 125. 

^ufgaBe. (Sine irrationale Cluabrattpuriet in einen 
jtettenbruc^ ju i?ertt?anbetn. 

Sfuftöfung. 33a6 einjuf^Iagenbe ©erfahren tüirb an einem 
SSeifjpiefe beiitft^ merben. 

g8 fei 1/^20" ju bered^nen. 35ie nä^fle gonje 3af)l ijl 4 nnb 
man fefet beSfjalb 

t) 1/-2Ö^4 + 1. 

Daraus mirb 

a = ? _K2Öj-4 

j/2ö — 4 ~ 4 

unb ba bie näc^fle [}icrin cntfjaftene ganje 3a^I 2 beträgt, fo fefet 
man weiter 



3)ann mirb 



ß = i Vm+4 

j/20 — 4 1 



unb ba bie näc^jle ^ierin entf;a[tene ganje 3a^l 8 ifl, fo l^at man 
weiter }u fe^en 

3) ß = -8 + -i. 

35ann wirb y ibentift^ mit a unb mithin tritt oon l^ier an eine 
periobifc^e SBieberfe^r ber Sbeifncnner ein. 
ajtan f;at alfo afs Jftefuftat biefer ©ntiridfelung 

"^ 2 -}- . . . in inf. 

wo bie S^eitnenner 2 unb 8 jjeriobifc^ wieberfef;ren. 
Die 91ä^erung8wert§e bicfeö Ä'ettenbrudjS ftnb 

1 8 17 144 305 

"2 T? 36 305 646 ^^' 



^ 
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ober bie glcid^gcfteubc uncnblid^c Steige wirb 

^ ^" * ^ 1.2 2.17 ^ 17.36 36.305 

+ 3057646 " ^" ^"^• 

^fnmerfung 1. S)a6 üorpcl^enbc SBcrfatjren fann, toit man 

leidet erfennt, ot;ne SBeitercS auf Sfuöbrütfe t?on ber Sorm a -f- VT 
angctüanbt lücrbcn, unb ba unter bicfe gorm bie SBurjeln einer 
jcben quabratif^en ©leic^ung faden, fo folgt, ba^ f)itmaij ani) 
bie SBurjeln einer quabratift^en ©leic^ung (fotürit biefclben nic^t 
imaginär werben) in Äettcnbrfic^e üeriüanbeft werben fönnen. 

3uweilen fann man inbeffen mit quabratifdjen ©leii^ungen ein?: 
fad^er üerfa^ren. ®9 fei gegeben 

a;* -|- iij? = 1 

b. i, ar (x-^-a) = l 

3Dann folgt 

1 

(C = — j — 

unb wenn man hierin auf ber rechten ©eite für x ben gefunbenen 
aSBert^ wieber einfefet, in bem entflcfjenben 9fu6brucfe wieber für x 
benfelben SBert6 u. f. w., fo erf;äft man 

X = — 7- 1 i 
ö + ^-3: l 

' a -j- . . . in Inf. 

in welchem Äettenbrut^e ber Sf;eilnenner a befiänbig wieberfet;rt- 

gür a = 1 pellt biefe ©feid^ung bie S:f;eilung einer ßinie, beren 
ßänge = 1 ijl, nat^ pctiger Proportion bar. 9Jlan bat affo für 
Wefen tJall 



' + T+1 



-}-... in inf. 
tDoüon bie 9läf;erung8wertt)e ftnb 

Y 2" -3- y -g- 2C. (f. Planimetrie §. 250). 

ffnmerfung 2. Um au8 einem gegebenen periobifc^en ^^^*ux 
ixxiäjt bm i^m gleichen SBurjeUSfuSbrurf wieber fjttf 



144 ^na(9fi«. 

man bm [;ier jufefet angejeiflten SBeg rüdfiüärte cinjufci^rageti. ®8 
fei }. 85. btx SBcrt^ Den x ju ftiibcn aiiö 

"^ 2 + ... in inf, 
tüo bie Sfjeilnenner 2 unb 8 ^jcriobifc^ wieberfc^ren. SSlan fefcc 



2 + 



woraus folflt 



8 + a; 

S + X 

X = ' 

17 + 207 



rr« + 8a: = 4 

a? = — 4 ± K2Ör 

SSoii bcm boppcitcn SSütjei^cn j: fann l;ier mir ba^ obefe + 
(jeltcn, lücit ber gegebene Äettenbnic^ einen pofitiüen SSertl^ barjlettt. 

§. 126. 

Aufgabe, ©inen irrationaten £ogarit^mu0 in einen 
Äcttenbruc^ ju t?crtt?anbeln. 

Sfuftöfung. 6ö fei im SBriggifc^en ®l;peme log 300 ju be^^ 
reti^nen. X)ie näc^fte ganje 3af;I ip 2 unb mau fe^t beaf;alb 

1) log 300 = 2 + I 

mörau8 

— 1 _ log 10 

^ ~ log 300 — 2 ~ log 3 • 

I)ie näti^fte fjierin enthaltene ganje M)\ beträgt 2, n^eil 3' = 9 
bagegen 3^ = 27 ip, unb man fe^t be8f;atb lüeiter 

2) a = 2 + |. 

h)orau8 

R _ log 3 _ log 3 

P ~ log 10 — 2 log 3 log l,lir 

2)ie nä^jle hierin entr;aftene gauje M)l beträgt 10, weif 1,11 T^ 
= 2,867 bagegen 1,111'' = 3,186 ip, unb man fefct bea^alb weiter 
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3) ß = 10 + l 
tooraud 



log 1,111 log 1,111 

^ ~ log 3 — 10 log 1,111 ~ log 1,046 

IDie n&äjj^t l^ierin enthaltene ganje 3a^l beträgt 2, alfo fe|t man 
tDtiter 

4) y = 2+| 

tDoraud 

j. _ log 1,046 _ log 1,046 

~ log 1,111 — 2 log 1,046 ~ log 1,015* 

3)ie nä^fle hierin enthaltene ganje 3a^t beträgt 3, alfo f)at man 
weiter ju fefeen 

5) 8 = 3 + I 

u.f.f.- 

aitan ^at alfo bis ba^in atö 3tefuttat biefer gntmidfetung 

log300 = 2 + i^ 1 1 

^ 104- ;r 



^ + 3 + ia Inf, 
CDic Slä^erungawert^e biefea Äettenbruc^S ftnb 

J^ 10 21 73^ 

2 21 44 153 ^^' 

ober bie gleic^geltenbe unenbfit^e 9fleif;e wirb 

log 300 = 2 + ig -- ^ir + 2r44 "- 5053 + *» ^"f- 

Als aied^nungSjjrobe fann man bemerfen, bci^ ber fefete biefer 
f Srtä^erungaitert^e, auf 5 Decimatftetten genau, giebt 



«BlttHem'6 effm. 9Katljfmatif »b. lU. «Ot^. 1. 10 



14G ^nal^fid. 



Slffflemeine 2)arjlfttung ber compUitn ^a^Un. 



§. 127. 

f^orberuttflSfa^. ®iird) bic gegebene 3a^Ienttnie eine 
@bene ju legen, 5. i). biefe @6ene [o ju legen, &af f^e bxt 
3a^tenUnie nati) bn ganjen gtjlredPung berfelOen in fi^ 
enthält. 

{^an ücrgleidje Stereometrie §. 2.) 

3ur griäuterung bemerfe man Sfolgetifceö. Xmä) ben bi8 Ijiel^er 
jlattgefuubeneu Wortfdjritt in ber a3etrat^tung bcr 3a[)ten i)at \iä) 
ergeben, ba^ bxt natürlid^e 3a[;[enreif;e ober bie JReibe ber abfoluten 
ganjen 3it[;ten, mit melc^er bie 9frit[;metif beginnt^, burd) fuccefjiüe 
g3egrip:=(Srrt>eiterungen jute^t in bie continuirli^e 3a^fentinie ftd^ 
üeriDanbelt l;at. 3eber ^unft biefer 3a[;Icnfinie bebeutet entlüeber 
eine algebraifc^e ganje 3(^1)1, ober einen ©rnd}, ober eine irrationale 
3a^f. I)ie ganjen 3af;fen unb SJrüc^e fönnen unmittelbar burdfy 
bie iibli^en 3eid)en ber nieberen Sfritbmetif, bie irrationalen 3ablen 
bagegen nur unter ber gorm t)on ©reujen auagebrflcft tüerbcn. 
Sftte biefe 3rtl)fen jufammen genommen mad;en bm Inbegriff ber 
reellen 3af)Ien aua. 

©od nun eine abermalige förmeiterung beS 3^f;fengebiet8 patt^ 
finben, fo ijl fofort Har, ba^ baju nid)t me[;r bie 3flt;fentinie auÖ=^ 
reid}en fann, ireif biefe bereits üoüpänbig burd; bie reellen 3a[;fen 
eingenommen trirb. §ierin alfo begrtinbet fid) bie ?5orbenmg/ irelc^e 
in bem obigen ßef;rfa^e au8gefprod)en liegt. 

gine unmittelbare Sotgerung au8 biefem (Sa^e ip bie, ba^ t)on 
r;ier an bie gefammte Planimetrie nebjl ber ebenen Trigonometrie 
als befannt üorauögefe^t merben mu^ unb ata S3eftanbt^eil in bie 
9fnaa;fia übergebt. 

STnmerf ung. J)ie bier ju entiüidfefnbe ©rmeiterung beS 3rt[;Ien- 
gebieta aua ber 3iit}tenlinie in bie 3ab[en^@bene üerbanft man in 
ber §auptfatbe ©au^, obmof;! auc^ anbere SJlatbematifer nat;e 



glcidjjeitig ju äbnlidjen 3?ctra(^tinu3cn gelangt finb. I)ie Seitens: 
Ttung „comptere 3vi[}teu", fomie ba^ 3cic^nt i (f. §. 128) trurbcn 
gteid^faHö fcurc^ i^an^ eingcfi'iört. lOb bicfer (grircitcrung bc8 
3a^fcngc{)iet9 bcreinjl noi) eine ßnreiterung auB btx SaijUn^bmt 
in einen 3i^[}fcn'9taum na^fofgen n^erbe, barüber giebt bcr gegen:= 
roärtige 3uflanb ber Sfnafl^fia feine ftthcre ?fuafunft. T^er 9fnfcf)ein 
ifl für baB ®cgcnt[)eir. 

§. 128. 

Srnärung« 55ic äai)Un btx Dermöge beö üorigcn Pa- 
ragraphen fejlgetegten ^a^Un^&tnt führen ben S^amen 
comptepc 3^^(cn. 

@ie jerfatten in bie reellen imb bic imaginclren 
3a^tcn, je nad;bem fie in ber urf^jrüngli^en ä^^tcntinie 
enthalten ftnb ober ni^t. 

Die ?frt, tüie man fxij bie compfejrcn 3nf;fen in ber 3a[;fen' 
gbene ju benfen i)at, fann man ftc^ junädjjl in bem einfadjjlen 
I5alle, mo nur ganjc 3ablen betrachtet tuerben, anfdjanlid^ madjen 
mie folgt. 

SRan ne^me an, eine &bmt ent[;altc ein ®t)|tem quabratifd} an* 
georbneter fünfte, bie burd) 3a[;ten bejeidjnct werben foHen. SBäf;It 
man irgenb einen ^unft A biefeö S^ffemS au8, fo gehören bem^: 
felben Dier junäd^jWiegenbe fünfte ju, burd) meldte üier üon A 
auögcl^enbe Stid^tungen fefJgelegt merben, bie in A rechte SBinfel 
cinfi^Iie^en. (Sa fte[;t frei, bm Uebergang aua A ju irgenb einem 
biefer Dier fünfte afa ®inl;eit anjune^men unb bemgemä^ mit + 1 
JU bejeic^nen, ijl bie SSaf;! getroffen, fo folgt fogleid) — 1 ata bie 
SSejeid^nung bea Ueberganga aua ^ in bm entgegen gefegt liegenben 
^unft, unb man ijl nun im (Staube, alle fünfte berjenigen 3leif;e, 
wellte jene beiben fünfte in fi^ fa^t, bjird) pofitit>e unb negative 
gauje 3a[;fen, bie if)re S3ejie^ung ju A auabrüdPen, ju bejei^nen. 
9lun entftebt weiter bie ?5rage nai^ bem Uebergange aua biefer 
Steige in eine ber beiben benachbarten, wetdje gegen bie anfängliche 
Slci^e eine ßage [;aben, bie jlc^ burc^ bie SBenennungen „linfa" 
unb „rec^ta" auabrüdfen läßt. §ier tritt wieber ber S5egriff bea 
@egenfa|ea ein. 95ejei(^net man btn Uebergang aua A (ober irgenb 

10* 



148 Slnat^rt^. 

einem anbtxn fünfte btx anfängfici^en fftei^c) in ben näc^flfiegenben 
^nnft ber einen imaäjiaxtm Steige, etma linW, mit + • (mo t ein 
millfiirfit^eö, nnr t»on 1 üerfc^iebeneö 3eic^en iji), fo mirb berfelbe 
Ucbetflang, red}t8 anSgefü^rt, mit — • bejeie^net merben muffen. 
, 8äßt man enbtid^ bie für ben ^nnft A getroffenen aSeftimmnngen 
and) für jeben beliebigen ^unft beS @^ftem8 gelten, nnb fe|t über:? 
bie@ fefi, metc^er biefer fünfte af9 ber gemeinf^aftlic^e SrtnHpunft 
für baQ ganje ®t;fiem angefel;en werben füll, fo ifl flax, ba^ man 
an^ biefem 5rtuIIj3untte ju jebem beliebigen ^nnfte beS (S^ftemS 
jeberjeit bure^ eine Sfnja^I üon Uebergängen ber angegebenen Sfrten 
gefangen fann nnb bafi, wenn man biefe Uebergänge in eine Summe 
Dereinigt, für jeben ^unft be9 @l;|}em8 eine S3ejei^nnng t?on ber 
gorm a + ib entfielt, wo a nnb h jjofitioe ober negatioe ganje 
Sagten ober Jlntt jinb. 

9}lan erfennt jefet ani) leitet, wie man bnrc^ ©nfci^altungen in 
biefem ®t;f}eme» jeben beliebigen ^punft ber angenommenen 6bene 
bur^ eine Söejeic^nung Don ber Sorm a + 1 J barflellen fann, wo 
a nnb h and) gebrod^en ober irrational fein fönnen. 

§. 129. 

3ufa^. 3ebe comptejce 3^^! ift t^on ber Sorm a + i 6, 
tt)o a imb h beliebige reeUe ^a^itn fein t5nnen unb i bie 
imaginäre ©in^eit genannt wirb. 

35ieS folgt an8 ber t?origen 33arf}ellung, fobafb man barin bie:= 
jenige ßinie, welche ben Stuffpunft, fowie bie pofttiDen unb negatiüen 
gaujen 3a[;ten in fu^ enthält, als ibentif^ mit ber gegebenen 
3a[;[cnfinie (§. 127), bie l;ier bie 9fd|fc ber reeften 3a^fen 
I;eißt, anfte[;t. 

©eomctrif^ betrad^tet, bebeutet bie 3al}t a einen au8 bem Stuff- 
punfte A, gig. 1, auf ber ?f(!^fe XX' ber reellen 3aI;Icn genommenen 
9fbf(!^nitt AB:^ bie ^a^ h ein auf biefer Sfd^fe im fünfte B er:= 
ric^tetea ^erpenbifet B Cj unb ba^ 3ei^en t bie im fünfte B flatt^ 
finbenbe rec^twinfelige ?fblenfung, um aua ber Stid^tung ^JB in bie 
Stie^tung BC ju gelangen. Die (Summe a-j-tft (in ber gigur 
5 + 3») ip fobann I;ier bie bem fünfte C ber 3a^Ien=®bene ju::^ 
gehörige comptejre ^a^. 
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5S3mn ft = ifi, fo fäOt b« 
6eftn^tete ^mtt in bie ?f(^ft btt 
xttüm Bntjftii "Hb bie i^ni jus 
flfCiürige Bfvljl rtbiicitt fit^ nuf 
eine xtiüt 3>i^I- SBenn 6 iii^t 
9tnK ift, fo fnQt bet 6rtr.i(bt(le 
^iinft ber 3a(?(fnsebene au^er= 
[)a[6 ber STc^fE ber reeHeit 3if)(n> 
uiib tu iljm jugetjörige 3a^I ifj 
eine imajinnrc 3otjI- 3nabtrt"i= 
bere rccmi fi iiidjt Slnll, bagcfleii 
a = ift, fo fflttt bET tetra^tete 
$unft in fcie giirie YY', ivtiäjt bie Sfc^fe bcr rEeffcn Bnfjlen im 
!ülii[l(?unrte tei^ttvinfEli)) [^neibet iinb bieSfc^fe ber imiigiii lUen 
Bauteil flcnannt tcirb, nnb bit iljtn jnge[;i>Tiöe Saijl ^ei^t eine 
rein inuiginüre 3n[j(- 

Sfiimerfiing. 3e nncfcbem a nnb b anberr 3!orjeiAen befi^en, 
fnUt ber bur(i)a + '* beseii^iiEte *Pniift bsr Bii^len^fSbene in einen 
anbeten ber bnrdj bie beiben SCtijfen gebübelrn iner CLnabrnnteii. 
S>ie8 rcirb burd) Sig. Z ceranfdj^nilidjt, 35,irin bfjeid'net, iiibem 
roie oben XX' nnb ¥Y' bie beiben 
%ä)^m {tnb 

+ 5 + 3 i ben ^unft C 

— 5 + 3» ben ^nntt C 

— 5 — 3i ben ^nuft C" 
+ 5 — 3i ben spnnft C". 

9Jfan tann boi SfnSbrntf 
a -\- i b geomehiftf) leftn: a 
+ //tinfänni" 6; roo baS „Iin(6= 
nni" Von felbp fidj in „tec^tentn" 
Demianbclt, foDiilb a unb b nn= 
gieidjf ©prjeidien tjaben. 

§. 130. 
3ufa^. 3;bc ctmvtejrc 3a^l Eaim aiidj iitiiet 6ie gorm 
r (cos <p + i sin if) getraut tucrbni, Wo r tiiu pofiHur 
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^af}l ip/ luttdie 6er 50to6uliis btt compleyen ^ai)i ge= 
nannt vonb, unfe btc Sßiiitet if einen beliebiflen reeßtn 
SBeitt) ^oben fann. 

ee fei a + ii fcic btni ^imtte C bet 3nrjlen = e!jenf, ^fig. 3, 
iiigetji>rigc complej-e ä^iM, ober AB = a, BC = h. Sieljt innn 
Mf gernbe giiiie AC, tcjEidinet öie 
i^änge L'on AC mit r iiiiD ben 
Söiiifel GAB mitif, fo lint miin 
im^ ben §§. 40 unb 4i bcr ^rU 
goiiLMiiehrie 

r cos q) = a j 
r sin ip = 6 j 
unb lueiiii iiKiii biefe SBetrtl^e in 
bm Stuebniif a-\-ib für a iinb b 
einfe^t, fu tintb 
a -J- i 6 = r (cos <p + t sin ip). 




(I) 



t beti §g. 43 iiiib 43 bei .'Sriijuitometrie folgt ferner 
lang cf = — 



(2) 



Itdrfje ©feii^uiigeii gebniitdit icerbeii, um r unb ip ou9 ben ge= 
gebeuen Söetttjeii Pen a nnb 6 ju betedjnen. J^nbei ip jn erinnern, 
ba^ bie Oua bciiticiiijel, biitd) iceldje man r finbet, nur ijofitiu 
genommen rocrbeii bnrf' unb ba§ man ben Söintel 9 in J^olge ber 
©(ei^iingen (I) jeberjcit fc nefjmeu mu6, iax^ cos ip mit a, foroie 
sin <p mit i eiuertei SScrjtiiljen bat. 

Unter bem Uöinfef tterfleC^t man in bet ^fnatijfiS immer ben ifiin 
jUfleijiJrigeu ÄreiSboflen für ben .^laf&mefftr gin§. SRaii bat atfo 

für btn redjten SßiuM -^ , für ben gernbcn SBinfel n ^w fe(jen Jc. 
3)cr SßinM in biefer Söebentung fann jeben beliebigen recHen SBert^ 
anutrjmen, b. [j. tr fann nit^t nur gtij^er niä eine Uottc Umbrebunu, 
fonbcrn and) ufgatiD feinj bie trigonomEtrifcben Bat'ten ber Söinfet 
tetjren aber nai^ jEbct i'oDen llmtretnuiü in berfelOen (Ürüfe unb 
SMjefütge mieber. 



?Zmnter Sfbfc^nitt. 15i 

2)er SfuSbrutf r (cos cp -}- 1 sin (p) rebucirt fic^ auf eine reette 
Scil)lf ivmn (f = ober glcic^ einem betietigen pofitiüen ober nega:= 
tiüeu SSielfadjeu t>on n ifl. X)iefe reelle 3a[}t loirb pofitiü Dei einem 
geraben SSielfadjen üon Jt, uub negatit» bei einem ungeraben S3iet- 
facfjen t>cn 3t. ®er SDIobuIuS r lüirb in biefem.Saffe ibenti d) mit 
bemjenigen, tvaQ man bcn B^bliücrtf; ber reelfen 3rtf}I nennt. S)a? 
gegen für jeben anberen SBertt; ticn (p bebentct jener Sfuöbnitf eine 

imaginäre 3a[;I, nnb inöbefonbere, trenn <p = y ober gfeie^ einem 
ungeraben S3ietfad;en üon y i}^, eine rein imaginäre 3^fjf. 

9fnmerfung. Xie beiben in im i^orflebenben ^aragrapben 
erläuterten Sonnen ber ccmpferen 3abten feilen bier aU bie afge^ 
braifdu nnb bie trigonometrifdK Sorm berfetben unterfc^ieben 
tüerben. 

§. 131. 

ßrWorung. 3tt?ei cornj^Ieye Balten fmb gtci^, trenn 
jtc bemfelben fünfte ber ^^^tcn-gbene juge^ören. 

3!)ie6 ijl eine Erweiterung ber Erflärung §. 4 ber Sfrit^metif. 
Solan fc^Iie^t l;ierauö teid)t: 

1) ®ott in ber algebraifd^en Sorm ber complejren 3^bten bie 

@Icid)ung 

a -\- i b = a -\- i b' 

flattfinben, fo ift bieS nur möglich, inbem man einjetn bat 

a = a , b == b' 

b. b. eö muffen bie reellen Sbeite für ficb, unb bie rein imaginären 
%imlt für fid^ gfeid) fein. 

2) Sott in ber trigonometrifdjen ?yorm ber compleren 3rtl;fen 
bie @Ieid}ung 

r (cos cp -[~ ^ sin (p) = r (cos cp' -f- i sin cp') 

ftattfinben, fo muffen ^tvar bie SJlobuIi gleidj fein, aber bie SSinfel 
fmb nid)t notbirenbig gfeid^, fonbern fönnen aud) um eine ober 
mcl;rere ootte Umbrebungen fid) oon einanber unterfdjeiben, loeit 
bicfer Unterfi^ieb auf bie SBertbe bea gofmua unb bea Sinuö 
Feinen (?influ^ übt. SWan loirb alfo einjetn baben 



T ^ r , (p = ip' -|- 2Äjr 
WD A eine beliebige nigebrairrfje flaiije 3at)I, einfi^liejlid) brr 3a^I 
?lnH, bebrütet. 

3) ©pD a + i i = fein, fo mu^ mnii ^nben a = unb 
6 = 0. 

4) iSofl f (cos <(> + i sin (p) = fein, fo xfm% mau ^abeit 
r = 0, roä^renb <p einen Dolffommen itiCfürli^en 2Bert^ defigen 
bnrf. 



.älilittioM lomplrrrr iol)lrn. 

§. 132. 

@rf[ärung. äwti compttjce äa^Ien »erben a&birt, 

in&em man aufl bem fünfte ber Sagten = @bEne, tutl^em 

bie erfle 3«^! iugE^ött, fo in biefer ©tenc fortf^reitet/ wie 

bit jirette 3a^t uom StuttpunEtc anege^enb tntftanbm ijl. 

S8 feien a-\-ih nrib a' + i Ä' jroei gegebene tompicfre 3a^Ien, 
melcfie ben fünften C unb C, ^g. 4, ber 3fl^Ien=®bene juge^bren. 
Die Üfbbifion biefer beU 
ben 3fll?lfn forbert fo= 
bonn, man foE au9 bem 
'^Innfte C fo in bfr 
Sbene furtfi^reiten, roie 
iinS bem SliiUpimfte A 
furtgefiiititteii toerben 
mn^te, um jh bem 

^»utte C \\\ getflugea. 

DerjcniftE ^nnft C" 

ber glJEiie, lotri^EU man 

(inf biffe SBeife crreit^t, 

ftettt bie ®umme ber 

beiben geflebenen 3'i('lfii bar. 

3n ber (Sigut ip bcifi^ielsweife bie 9fbbitio» 

(2 + 3i)H-{.-. + 2.-) = 7 + 5i 
ausgefüllt rooiben. 
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9?runtrr.9(l'fi^nitt. 153 

?fnmerfunfl. 3ur STuöftt^ruitfl tiefer unb ber [jicr folgcnben 
ßonfhructionen in ber Scif)ltn^itm bebient man fxi) bequem eineö 
^apitxB, meines mit einem genauen Cluabratnefe bebrudft morben 
ijl. ©ol^eö Rapier ifl je^t überall in ben ^anblungen fäuflic^ 
ju ^aben. 

§. 133. 

Sel^rfa^, 3^ti complejrc 3a^ten irerben abblrt, inbcm 
man i^rc reellen ^^eite für jt^, unb i^re rein imaginären 
Xf)tiU für fi(^ abbirt. 

a)er fßelteiö ergiebt fxi) bnvi) STumenbung ber vorigen Qx^ 
Märung. ®S feien bie beiben 3cd}itn gegeben a + i ft unb a + i b\ 
unb bie gefud^te ©umme berfelben irerbe bejeic^net mit A-^i B. 
Webann folgt auS bem Sauge ber 5fbbition 

folglid^ lüirb bie gefud)te Summe 

A + iB = a + a+i(b-{- h'). 

SEBenn bie 3al)ren in ber trigonomctrift^en ?5orm r (cos (p + % sin ip) 
unb r (cos ip' + « sin ^') gegeben fmb, fo er[;ä[t man auf biefelbe 
SBeife afe (Summe 

r cos (p -[- r cos (p' -[" * ('' sin (p -f- '*' sin (p'). 

§. 134. 

3ttfa^* J)ie aSertaufd^ung ber %^z\{t einer (Summe 
comptejrer 3^^ten ^at auf bicfc Summe feinen (Sinfluf. 

9Jtan fann fid) \)^\\ biefcm (Safee, ircfd^cr unmittelbar aw^ bem 
ciorigen ^aragrapl;cn folgt, c\\\6:j feitet auf geomctriftfjem 5öege 
überjeugen. 'JS^mw in Äig. 4 (§. 132) ift ber i^uift C" ber oierte 
©(fpunft eines ^arattetogrammö, n?e[d)e8 au8 ben beiben Seiten 
AC unb ^C nebjl bem t»on biefcn eingefdjioffeneu SBinfet gebitbet 
wirb. 2Jtan fann alfo jU biefem fünfte eben fomobf gelangen, 
inbem man CC gleid) unb paraHcf AC' , al8 and} inbem man 
C'C" gteic^ unb tjarallet AC jiefjt. 



154 ^nal^fi^, 

§. 135. 

3ufa^. ®ie ©ubtraction compteicer 3^^ten tvixb aui::^ 
geführt, inbcm man ju betn aJlinucnb baö ©ntgegmgefcfetc 
bc6 (Siibtral;enbcu abbxxi. 

gjlan felje Sfritfjmetif §.5I. 

Söenri Don jtrei complereu 3aMen i>k eine bnS Gntgegcngefe^te 
ber anbeten [ein, b. fi. Oetbe jnr ©umme ?flu\l geben fotten, fo 
muffen bie ifjnen entfl^red^enben ^nnfte bcr 3aMen^bene eine folc^e 
Sage \)aim, ba^ bie fie Derbinbenbe gerabe 8inie bnrdb btn 9t\iU^ 
pnnft gebt unb in bicfem l;albirt tvixb (mie j. 83. oben in ?5ig. 2 
C unb C\ fon^ie C unb C"). 

^an fann atfo üon einer gegebenen comptejren 3(^1)1, anflatt 
i^re 83orjeid)en ju änbern, in ber trigonometrifd^en 3form berfelben 
aud) baburc^ ba^ gntgegengefefete erl;alten, ba^ man i[;ren SBinfel 
um Jt ober ein ungerabeö SSietfa^eö t>on n oergrö^ert ober üer- 
fteinert. 



i^lultipliration romplrrer 3al)lfn. 

§. 136. 

©rflariing. ^mx comptejce ^a^Un tvtxbtn multipti:= 
cirt, inbetn man bcn SJluttipticanb in ber 3(t^tnt=@6ene 
auf biefetbe SBcife als %{)t\l fc^t, tvit bie gin^eit gefcfet 
irerben mufte, um ben SJluttipücator entfielen ju lajtcn. 

@§ feien a + « ft unb a -|- i V jmei gegebene complere 3af}Ien, 
meldje bcn fünften C unb C , gig. 5, ber 3af}[en'®bene juge^ören. 
Um baa ^robuct biefer beiben 3iMm ju finben, muß man fi^ btn 
2)hittip(icator, melc^em ber ^xivXi C entfpred^e, fo au8 ber ©n:^ 
[jeit entjlanben benfen, ba^ biefe juerfl d mal wwb barauf, lintöum 
abfeufenb, nod^ V mnl alö Sbeit gefegt mürbe. S)emgemäß fefee 
man ebenfo bzw SDTurtipIicanb, meldjem ber ^untt C entfipridit, 
juerfi fo ata %{)z\[, mie ber reette %[)t\{ d bea S)hiItipTicatorS (\\\c^ 
jjeigt, unb barauf weiter, fiufaum abtenfenb, fo ata Sfjeil, n)ie ber 
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(^ocfjicuiU 6 btß rem 
iiiingintitm Stjnte btS 
g)luIhpltciitoc3 uor= 
f^reibt. 

'^utii bic trilt fciefer 
DpEtatioiim gtlniiflt 
mnii ju bcm spunftc » 
unb btuaiif biirii) bte 
jlDEite jU bein ^iintte C" 
btr <S6eiie, luelc^er fcii9 
gefuc^tE sprobiirt biir= 
flettt: 

3» bct Sigiir ip bcU 
f()iE(9iveife bie 2RiiIti= 
plication 

(2 + 30 (3 + 2.-) 

= 4 + 19i 
auSflffiitirt tcütbcii. 



I §. 137. 

ßefjrfa^. SCaä ^ri^&uct imin complejrcn ^a{)Un in btx 
üiQtiiai\i}tn ?fonti bcrfcl&cii ipirfc 

(a + ift).(a' + i6') = oa — W + i(ab' -j-ab). 

ffleWtiS. SBemi mau, iwdi tcr füriiien (?rfIiHnitii], bcn 5)liilH= 
Vlifnnb a + i 6 jiicrii \ü ale iJticiS fc!5t, tüii bcr mUc 3:t!eit a be9 
gjlultipltcatora oujeiüt, fo ertiält iiuin 

{a-\-ib).a = aa -\-i ab. (1) 

Um biirauf 6ni ffliiltipficiirtE! a + i 6 iiud: nod] |'o al6 Stitit 
JU fefeeii, Kie bet tfin iiiuigiiiäre SIjeK i i' bcö 5lltittil)litatorS Dor= 



156 $(nal9ft0. 

fd)reibt, \)at man junäc^fl bic red^ttrinfelige STblnifimg auSjufö^ttn^ 

nämfid^ 

(ö + t 6) . f = i ö — J 

unb bicfcö Slcfuftat fobaim 6' mnf nie Sf^eil ju fefeen, b. t. 

(fl + ib). i h' = (ia^h).h' = t aV — bV. (2) |« 

3)ie ©ummc ber Stcfuftatc aua (I) unb (2) gicbt bäö üerfangt 
^robuct, mic oben. 

§. 138. 

3ttfa^. S)ic 9Jliittiptication bcr imaflindrm ©n^eit mit 
fid; fefbji giebt immer 

i^ = - 1. 

X;enn bcr SHuftipHcator t forbcrt, bn^ man bcn Sllultipficanb f;, 
lintSum abfcnfenb, einmal fe^en foff, luoburd) man ju — 1 gelangt 
3!)icö ifl ein befonberer gaff bea tiorigen ^aragrap[;en, trenn inaitr 
bafelbjl a == a = unb 6 == 6' = 1 annimmt. 

gö folgt ^ierauä, ic[^ bie 3a[)I i, burc^ bie Dperationöjeic^en ^ 
bcr nicbercn §fritf;mctif auSgcbrücft, ibentifc^ mit j/— 1 ifl (üergL ' 
?fritf;m. §. 193 §fnm.). 

/ferner folgt Ijierauö, ba^ bic ^al)\ i bic bcmertenöirertr;e Sigen^- 
fd^aft bcfi^t, iiC[^ \{)x (5ntgcgcngcfc^tc8 glcid^ itjrcm UmgefeC;rten ifJ^ 

fc. [). — = — f. 

?fnmcrfung. 9}lan h?irb bemcrfcn, ba^ bie aKuItipfication: 
compicrcr 3nf)Icn genau nad) bcnfelben Stedjnungarcgclu tüie bie= \ 
jenige reettcr 3iif;fcn auenjcfüfjrt mcrben faiui, menn mau nur Ijinju^ 
fügt, i^a^ überall t^ = — I gefegt irerben mup. §ierauö ijl ju 
crfläien, mie mit compteren S^Mtw fd)on bis ju einer gemiffen 
SSodfommenl^cit gcrcdnict merbcn tonnte, bef or bic geometrif^c 
Xcutung berfetben bcfannt irar. 

§. 139. 

ßcl^rfa^. S)aö ^robuct jireier compleircn ^a\)\zxi in ber 
trigonometrtfc^cn ??orm berfetben irirb 

r (cos (f -f- « sin (f) . r (cos (p' + i sin tp') 

= rr' (cos tp 4" *P -f" i sin (f -j- (p')» 



51(unt(i Hbf^nil 



isr 



i^tip mm imirti)!linrt Mt ffliobutl unb abbirt blt 

ntel. 

Seluti». 89 ftien C unb C, Bio- 5, bit btibm funttt bet 

jlmJSSnie, bmtn bit romtilepm 3nbl" ■• (»»' "f + 1 sl» <f) "i' 

008 ip' + i siB if') jagt^örm, cilfo 



» 5. 
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AC = r , CAB »=(|) 
AC = r, CAB^ = if. 
gii^rt man biE 6on= 
fhurtioii öte §. 136 
(iu8 unb jie^t .^C", fo 
llfHt biefe öiiiiE bfu 
3)lohiIiie unb C"A^' 
fctn SöinW be9 gf= 
fuditrn ^robucte bar. 
91un ift in Solge bnr 
@utflt(junöbfä?'iiiift*e 
C" nat^ §. 136 

§ierfln8 folgt 
1) AB' -.AD 

= AC : AC" 
unb ratil au^etbem 



AB' :äD 



■ i : AC 



ifl nui^ 
.AC =AC' \AC" 



Tnet fotflt 



2) C"Al> = CAB' 



C"AD = f 
C'AB" = (f 4-<p'. 
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fficmiiad) trir5 bnB gefinttc ^rchict 

rr (cos .p -f- ip' -f t sin f '^'^'J 
Kit oben. 

Sfiimertiing. 3ii bEmfeI6fn Sttfiittnte gclaiiot niiiii aiii;, 
iiiiiii fcie beibcii gegefceiieu coiinjlerfii 3at)Ieii n.n^ beul Set 
§. 137 multtpltcirt. Xtnn nlBbiiim erfnilt tmiii t-aa sprotmct 
rr {cos (p cos <p' — sin (p sin ip') 

+ i rr (sin (p cos ip' -\- cos ip sia tp') 
roelf^er SfiiSbruif iui(ft §. 33 ber Stiooiioinetric auf bnifeltte ^ii 
fomtnt rcie (I). 

äRan fnnti finncrfen, bii^ lüttiii 6te 'Sürmclii für fccn @inu6 
ben ßofiniie ber Summt jiDti« SQiiiM iiitijt fc^on im §. 3 
Sriflonomctrie gEßESEn mären, itiiin fle tjier nuS ber ®lnd)fi 
coti (1) iiitb (2) ^tittt fiiibEn (önrieri. 
»ifl. 6. 

§. 140. 

taufr^ung ber 
toten eines ^roi 
compteicEr äaf)Ux 
auf biefeö ^ti 
feinen ®inpu|. 

XiUefülfltetttnfi 
aue §.137 mieaui 
§. 139. 

Sil »^ig. 6 rcitb 
©n§ anfi^aufii^ i 
pettt. SBenn mc 
bem ^tobucte 
r (cos (p + » sin 
r' (cos (p' -}- ' si( 
bell erflEti (Factor 
9Riiftii3Utanben ii 
fo faiiii man bte 5 
pliciition fc (iiife^ei 
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tt)crbc bcm aTifängUd;cu ®i;f}cmc quabratifc^ georbnctcr ^puufte ein 
iicue6 (S^ficm tbtw foldjer ^puufte eingefügt, a^elc^e6 gegen ba6 
anfänglitf)c eine 3)re[}nng = cp nnb eine in bem SSerf^ältniiTe 1 : r 
vergrößerte ©n^eit befifet. ?fe[)nlid)eö gilt, irenn man ben nnbern 
Factor jnm 9JtnIti<)Iicanben nimmt. Sn ber ?5ignr werben biefe 
beiben nenen ®l;fteme für baa Dorige «eifpiel (2 + 3 1) (5 + 2 i) 
= 4 + 19i jnr 9[nfc^annng gebracht. J)a8 erfte @l;flem f;at bie 
©nfjeit AC nnb feine Sfd)fe faßt in AD., ba^ jmeite @t;flem bat 
bie Sin^eit AC nnb feine 9fd)fc faßt in AD':^ beibe ®l>f}eme [}aben 
bie ^nnfte A nnb C" mit einanber gemein. 

§. 141. 

3ttfa^. ©ie 35iDifion comptejcer ^af)Un trirb auSge:: 
flirrt, inbem man btn ®it?ibenb mit bcm Umgeff^rten bc8 
SJiinforö multipticirt. 

man fe^e 9fritf;m. §. 102. 

Um baQ Umgefef;rte einer gegebenen coml^Ieren ,3ii[)I jn finben, 
fann man ijerfa^^ren irie folgt: 

1) ©off baa ^robnct 

{a + ib) (a +ib') 

ben SBertf; 1 anne[;men, fo mnß man nad) §. 131 f;aben 

aa — bb' = l 
ab' -\- ab = 

morana folgt 

/ a 1/ b 

^ ~ fl2 ^ 62 ' ^ ^2 + 62 

imb mithin ifJ in ber algebraifc^en ??orm ber compteren Sa^tn 

1 _ a ___ . b 

a + ib ~ a^ +b^ * «' + *'* 

2) ©off baa ^robnct 

r (cos (f -|- i sin (p) . r (cos (p' -|- t sin (p') 
ben SBertf; 1 annefjmen, fo mirb ebenfo geforbert 

rr cos ((p -f- (p') = 1 
rr sin ((p -}- cp') = 
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^' = T ' cp' = — (p 
iinb mithin ift in bcr trigünomctrifd)en ?fürm bcr complejrcn Ballen 

—7 }— ; — ^ = — (cos — (p + 1 sin — (p)* 

r (cos (p -}- 1 sin (p) r ^ ^ ' " 

SOtit ?fnweubung bicfer SBert^e fctgt für bie SfuSfü^rung bcr 
2)iüifion: 1) in ber nrgcbraifdjcn Worm bcr complcjrcn 3rtljlcn 

fl -|- f 6 aa -\- bb' ^^ . a'6 — ab' 

ö'^r^' "" oM^^'* "^ *' ö'« + 6'« 

iinb 2) in ber trigonomctrifcfjcn Sornx ber complejren S^^I^tt 

r (cos (p -|- I sin cp) r ^ > , . . 7\ 

-TT — \ . . T; = -r (cos (p — (p +ism(p — cpj 

r (cos (p-[-t8in(p) r^ ' ti t t^ 

i). f;. man biüibirt bic ajlobuU unb fubtra^nrt bie SSinfef. 

PoUn}n\ mit rfrilcn (Srponrntrn. 

§. 142. 

i^el^rfa^- @ö ijl für jcbcn rcettcn SGBert^ bcö gjrpo:: 
itenten m 

r (cos (p -j- i sin (p) = r"* (cos in (p -|- » sin m(p)., 

SDber: Um eine gegebene complere 3af;t, in ber trigonometrif^en 
Sorm berfelben, mit einem gegebenen reellen ©jrponenten ju poten= 
jiren, potenjirt man ben SQiobntuö unb mnltipticirt bn\ SBintel mit 
biefem Sfl^oncnten. 

83en)ei9. 1) (?8 fei m eine abfofute ganje 3ol)U X)ann folgt 
unmittelbar bnrc^ tüieberbotte Sfnmetibnng Don §. 139 

r (cos (p + t sin cp) = r*" (cos mcp -[- i sin m(p). 

2) ©9 fei m eine negatioe ganje Sc^^^l = — Ä. X)ann ^at man 
jnnäc^jl ana §.141 

r (cos (p 4- « sin (p) = r~^ (cos — (p -j- i sin — cp) 
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unb mithin, inbem man biefed Slefultat naij 1) weiter mit * po- 
ttnjirt 

r (cos ip + t sin (f) == r""* (cos — &(p + • sin —k(f). 

3) €8 fei m ein Sru^ = — . ®efet man junät^fl nur ben (gp^ 

ponenten =» —, fo ifl bieö ber ?faff ber gemö^nli^en SBurjet 
audjie^ung unb man erhält 

[r (cos cp 4- 1 sin ip)J* = r* Tcos ^ + < sin -J-*) 

tüie man leitet bur^ bie ^robe ber SBurjeIau6jie[;ung beflätigt 
finben fann. SBirb biefeS Stefultat weiter nat^ 1) mit * potenjirt, 
fb fofgt 

r (cos <p -f- i sin cp) r = r" ( cos -—• + i sin -^ Y 

Sfnmerfung 1. ©off bie ^otenjirung einer com|)Iejcen 3aI;I 
in ber algebraifc^en gorm berfetben ausgeführt werben, fo tann 
man bie JSinomialrei^e anmenben. 3)iefe6 SJerfa^ren bietet aber 
wenig ^erüortretenbe ©genfd^aften ber ^otenj unb finbet nur feiten 
^nwenbung. 

§fnmerfung 2. (Sefet man in ber ©teic^ung be6 obigen 8e^r=: 
fa|e6 r= I, fo ^at vnfln 

(cos (p -f- i sin (p)** = cos mif + * sin *»»9 

welche ©lei^ung nat^ i^rem erflen grftnber bie ©inomiafformel 
Don SOtoiüre genannt wirb. 

SBenn man in biefer ©Ceit^ung bie linfe (Seite nat^ bem bino^ 
mif(^en Se^rfafee entwitfelt, fo erhält man 

(cos cp -j- « sin (p)** = cos cp** — ^ i "2 ^^^ *"*"^' sin cp' + . . . 

+ 1 (tn cos cp"-^ sin cp - *" ^^''^ 2 ^'^a" ^^ ^^' *""' ^'" *' + •••) 
unb folgli^ ^at man (§. 131) 

cos mcp =ss cos (p j — ^ cos 9 ^ sm cp 

m(m-l)(m~2)(m — 3) 
T" 1 — 2 — 3 — 4 ^^^ V sm (p — ... 

fBitt{lcin*a SUnu Snat^ematit III. S3t). 1. «Cbt^. 11 
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sin incp = tn cos cp*" * sin «p — 



— ^-j — ^^^ cos (f ' sin (f* + ... 

irefc^e bcibcn ©Icidjungcn ben ßofinua unb ben ©inuö eincö be^ 
liebigen 93ictfac^eu eiiiea 5Bintel8 burc^ bm SofinuS unb bcn ©inuS 
bc6 einfachen SöinfefS au§brü(fen unb üon fe^r häufiger Sfnroens: 
bung fmb. Xnxä) bie SDtct^oben ber gett?ö^nli(f)en Srigonometrie 
würbe man bicfe beibcn Steigungen nur auf fe[;r umjlänblic^e 
SBeife jinben. 3)ie Sfufgabe §. 35 ber .Trigonometrie be^anbelt 
bierüon nur ben einfac^jten gaff, tt:o man f)at m = 2. 

§. 143, 

Se^rfa^. Sebc ^otenj einer comptejccn ^ai)l mit qz^ 
bro^cncm gjcponentcn ^at fo tidt i?on einanber t^etf^ic^^ 
benc SBcrt^e, xvit ber Slenner bicfe6 gyponenten anjcigt. 

Dber: 3ebe Söurjet au8 einer comptejren 3^^ ^at fo üiele üoa 
einanber Derfc^iebene 3öert[;e, tcie ber SBurjetgrponent anjeigt. 

SSeroeia. SBenn man in ber comptejren 3a^t 

r (cos cp -f- « sin (p) 

ben SöinM cp um ein betiebigeS SSietfat^eö Don 2% vergrößert, fo 
bleibt na^ §. 131 bie comptere 3a^t ungeänbert, weil bieft SSer^s 
größerung meber auf ben 6ofinu8 noc^ auf bm ®inu6 beS SBinfelö 
einen ©influß übt, b. t}. man tann fJatt biefer comptejren 3a^t 
immer f^reiben 

r (cos (p 4" 2hTt -[- » sin ip + 2Ajt)r 
wo h eine betiebige atgebraifrf)e ganje 3a§t bebeutet. 

SBirb au8 biefer comptejren 3a^t bie ntt SQurjel gejogen, fo fotgt 
nac^ bem üorigen Paragraphen 

r (cos (p + t sm ep) = r i cos -'— ^ \- i sm -^—^ I 

unb biefeS 3lefultat wirb im Sfllgemeinen üerf^iebene Söertlje an== 
net^men, je nad^bem man für h anbere m\b anbere 3a^fen an bie 
@teffe fe|t. Sfber man überjeugt fic^ tei^t, ba^ biefer SfuSbnitf 
ber SBurjet im ©anjen nur n t?on einanber l?erf^iebene SSert^e 
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&tfit)t, toeldjt m.in fdnimtliit) etfifift, iiibem miin für h bn Strifie 
nactj bi( Sßer^e 0, t, 2, 3, ... » — 1 frtff, uiib m\i)t mithin 
btn SÖinfeln entfpcedien 

9_ f + aTt 41 + 4:1 if -fSit iji-f a(n — 1)b 

X^tnu nimmt man für ä iv^mb einen anberen SBertf;, «, n + 1, 
n + 2, !c., fo Et^ült miin tinrii 3BinM, totlttn üon einem ber 
^ier flefdjrieljencn um 2ti ober ein Sßielfai^ee Pen 2« ttrfiiiieben 
ifl unb bcllljtilb roitber bieferije compltft Sf^f liefert Wie biefer. 
5)ie fdmnit[iii)en SBcrf^e ber nten aSurjetn onl r (cos ip + t lin tp) 
jinb mittiin folgenbe: 



r* Aos ^- + i sin ^) 

r I cos "-^ 1- I sin ^—^ — I 




■P + 2(n-l)n 



3eber biefer SSertlje bä(t bit *Pro6e oiie, mit bem Kjrponcnten n 
potenjirt bic EDm|jIcjrE 3fl^I r (cos <f + i sio if) tcieber ^eroors 
jubringen. 

®cometrif[^ 6etrarf)tet, liegen bie fünfte ber 3o^Ienr®btne, benen 
biefe Detf(i)iebenen SBerttjc ber 
SÖurjrf jngcljörcn, anf ber iperis 
p^erie eine9 au9 bem Stulfpnnfte 
als 9)iitte[t3unft befiifriEbenEn Ärtis 

feä cpm ^albmeffer r"", um je 
ben «ten Stjeit biefer ^erip^erie 
con eincinber eiilfetnt. SRon fe^e 
J.SB. Sig.J, iDc bie Derff^iebenen 
SßJert^t ber 6ten Bindet anS 4096 i 
b. i. aii8 4* ( cos ^ + ( siD ~ I 

burt^ bie fef^e spiuifte C, D, E, 
11- 
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F, G, E jur Sfnfc^auung ge&rad^t merbeti. X)iefe fünfte liegen auf 
5er ^erit)^erie eines aud itcx SluIIpunfte Ä atd SJlittelpunR be^ 
f(^riebenen Ä^reifeö Dom §albmeflfer 4, unb jeriegen btefe ^erip^erie 
in fed^9 glcu^e Steile. 3)er ^unft (7 inöbefonbere I;at bie Sage, 

baß ber SBinfel CAB bzn fetteten S^eil üon "l- auSmadit. Seber 

tiefer fed^ö fünfte l;alt bie ^robe an^, ia^ bie 6te ^otenj n)ieber 
ju ber 3a^r 4096 i fü^rt. 

©ie fec^S SBurjetn felbft p^b, nac^ ben obigen Sormetn au§- 
gerechnet, 

4 Tcos ^ + i sin -jy") = 3,864 + 1,035 i 

4 Tcos ~ + 1 sin-^f ) = 1,035 + 3,884 i 

4 Tcos ^ J + i sin -^) = ~ 2,828 + 2,828 i 

4 Tcos ^J5 +t sin ^-^^ = — 3,864 ^ 1,035 i 

4 Tcos ^ + I sin ^j^^^ = — 1,035 — 3,864 i 

4 Tcos ^^- + i sin ^^ = 2,828 — 2,828 t. 

^ie ©umrne biefer fe(!^8 SEBurjcIn I;at, tüie man leidjt bemerft, 
ben aSert^ S^utt. 

SBie I;ierau8 ber ?5all erlebigt tüerben fann, tüo ber ßjrponent 
ber ^otenj ein beliebiger ffirud^ ijl, ber jeboc^ al8 rebncirter S3rud) 
üorauSgefefct merben muß, leu^tet üon fetbfl ein. 

^Tnmerlung 1. S)ie obigen SBert^c ber itten SEBurjel aua ber 
complejcen 3al;[ r (cos (p + * ß»» ^) f^Jin man mit 9tüdCfid^t auf 
bie §§. 139 unb 142 auc^ fcijreiben wie folgt 

r^ I cos ~ + i sin — 1 

r I cos ~ + t sm ~ I f cos h i sni — I 

Vw' ^ J \^ n' n J 

^ f <P I • • ^S /^ 2:t , . . 2jt \« 

r I cos -^ + « Sin — I I cos h t sin — I 
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r i cos ~ + t 8in — I I cos 1- i sin — I 

b. i). ireHn man irgcnb einen biefer SBetttje bereits fennt, fo flnbet 
man alle übrigen, inbem man jenen fucceffiDe mit 

0), W*, 0)', ... U)*^* 

multipficirt, wo unter w ber SBert^ 

ü> SS cos h t sin — 

ju üerjie^en ip, 

Sfnmerfung 2. 3n bem befonberen Satte ber duabrattüurjet 
Sfuö}ie[;ung fann baQ Jftefultat ber obigen Jfted^nung aut!^ in ber 
algebraifc^en Sorm bargejlettt n^erben n^ie folgt. 

Sa fei JU fut^en K« + « ft. 93ringt man bie gegebene compfejre 
Scil)l auf bie trigonometrifc^e Sorm, fo f)at man ju fefeen 

a -{- t 6 = r (cos (p + t sin (p) 
unb bann mxb 

Va + ib = r^ (^cos |- + t sin -|). (1) 

5Run \:jat man au8 §.130 

a h 



r = VV+F , cos (f = ^,_--_ , sin cp 



unb auö §. 36 ber Trigonometrie ifl 

cos |- = |^L±^ , sin |- = |/"lZf2i$. 

folgßt^ 

cosl = l/i^^SZ , sin -1- = t/EfSlZZ 

mo bie SBurjefn mit 2fu8na^me oon K«* + **, «jel^e flete pojltit) 
ift, im Sfffgemeinen eben foiro^I pofitit) h)ie negatit) genommen 
werben fönnen. 
©ubjHtuirt man biefe SBert^e in (1), fo folgt fc^üe^Iit^ 

tt3eld)er Sfuöbrutf in fSoIge ber boppelten SSorjeidben ber 3Burjeln 
bereits bie beiben SSert^e ber gefud^ten duabratttjurjel in ftt^ 



(2) 
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enthält. Sßie[(^( 3!orjei(^en ju fe^en finb, ergittt [läf Uiä)t aii8 btt 
(Srtcägitng beS UmfiaiibeS, in Ktli^e ^mbzanttn bn 3a[)Icn= 
€6ene (f. §. 129 STiim.) birfe beibEn ÜBttHje foßm muffen. 

®e (et j. S. bit Diiobrotreiitjel au9 7 — 24 i ju jie^en. X)i( 
OPtpeEjfnbe (5ornicI giebt 

V7 — 24i = ± 4 ± 3 i 
unb mit mUiffiiiit nuf bit Dunbronten, in tueliiit bie btibm Sötttfee 
bn: gefiidjtf it aBiirjer fatleii miiffen, merbeii biffe 28ert6e 4 — 3 < 
iinb — 4 + 3 i. ajtnn felit Sifl- 8, Wo bie ^unttt D unb E bieft 



»iü. 8. 



beiben SBtrt^e btr SBiirjel 
barpttttn, roSbtenb bre ^unft 
Cbetgeae&enenBflrjI? — 24» 
jHoe^ört. SlOmfer BAC i^ 
t)itv negntiD, Sintel BAD 
bit §atfte beefelben, nnb AE 
bit Setldngetung Pon AD. 
gint äf)nlicf)f algtbtoirdjt 
55ormeI für 6iibi[n)urjEl= 
STuSjiefjiing fnnn f9 nii^t 
gtbtn. S6 tuurbf fdjon in 
ter splnnimetrie bemerft, ba^ 
ee nict|t möo(i^ ijl, buri^ bie 
^ ^iitf9niitte[ ber lSlEiiiciitiir= 

®Eomtt;it einen gegebenen Siiiifel in brei glcicbt SSfjeile ju t^eilen. 
eben btefjntb dipt fidj mid) [eine 55i'nne( ableiten, weldje cos y 
imb sin "l" bnr^ cos cp unb sin (p in geft^leifener (5orm ouSbtüät, 
unb mnn jietit nlfo, bnß bit Urinibgli^feit btr Triseclio anguli 
(^tanim. §. Ö7) mit ber Unmbgtii^feit ber 6ubiRunrjEt3fiiajiet;iing 
aiiS compiej-en 3itjltn, in ber nlgcbrdifdjen (^urm bitfer B'iljtfii, 
einä unb bnSftIbe ift. 
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3ufo^. ©ämmttii^t aBuräetn auö rccUcn Qa^Ua 
mxbtn buxi} fcic bci&tn ©teiiliunflfn batgefteüt 
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(+ rr = r^ (cos l'£ + .• Sin l'^) 

(_ r)* = r- (cos (H±iL- + ,■ sift (Miilf ) 

tt^o r ben 3ttf;toert^ 5cr reellen 3<i^t bebeutet imb man 
für Ä ber SRei^e mä) bie 9Bert^e 0, 1, 2, 3, ... ti — 1 
ju fefeen ^at. 

S)iefe ©leic^ungen folgen awQ bem üorigen ^axaQvap\)tn, bie 
erfle inbem man bafelbfl (p = 0, unb bie jireite iubem man cp = Jt 

fefet. 

Stimmt man r = 1, fo ^at man inabefonbere bie SBnrjefn au8 
ber pojitiüen ober negativen ßinljeit 

(+ 1) = cos -^ + I sin — - 

( — 1 ) = cos ^^ ■ — h I sin ^^ ■ — — 

t 
butc^ teren SOluItil^tication mit r^ man bie obigen SBert^e trieber 

erhalt. 

^ittnaä) Ijat j. 35. bie nuabratttinrjel anS + 1 bie beiben SBert^e 
+ 1 unb — I3 bie CluabratttJurjel au9 — 1 bie beiben SBert^e 
-|- i unb — t^ bie Gubiftüurjef anS + 1 bie brei SBert^e 

i)ie Gubifwurjef au9 — 1 bie brei SBertf^e 

2 -t- » -2- ' ^ ' 2 * ~2- ' 

u. f. w. 

S)ie SBert^e §. 143 Sfnm. 1 

lüo CO bie SSebeutung Ijat 

2% . . . 23t 
0) = cos [- I sm — 

jinb, irie man leitet bemerft, nidita anbereS als fämmtlidje SBert^e 
ber «ten SBurjel au8 +1. 3^ie @umme biefer SBert^e ifl jeber- 
jeit gfeit!^ 9tull. 
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aindIpftS. 



Mgemein fann man aud aUtm SSorflel^mbm nod^ ben ®i)ln^ 
l^injufügen, boß jebe SBurjelauöjie^ung ^ier ausführbar ijl, b. ^. 
ba^ biejenifle ©d^irierigfeit, treibe in ber nicberen Writ^metif ft^ 
ber Sfuefü^rung gerciffer SBurjelauSjic^ungen 'entgeflenfleHtc unb 
weitet an ber 9latur ber JBorjeic^en haftete (9frit^m. §§. 192 unb 
193), in bem ©ebiete ber complepen äc^^ltn niäjt me^r jiattflnbct. 



potenten mit tom|itfren (Srpnntnitn. 

§. 145, 

Se|tfaj^. @d ijl für unenbli^ aintf)mtnbt $&ett^e 
ijon a 

lin, flB^ = 1. 

a 

aSch^eiö. SBenn man in einem beliebigen fpifeeu SBinfel BAC, 
Sig. 9, aus bem ©c^eitelpunfte A af8 93tittefpunft ' mit bem $albs= 



Stfl. d. 



meffer ^4-5 = 1 btn Kreisbogen BC jie^t, 
aus C baS sperpenbifel CD fclttt unb in IT 
baS ^erpenbifel BE errid^tet, fo x% tctnn 
man bm 93ogen BC=a fefet, DC = sin a 
unb BE = lang a, unb man f)at unmittct 
bar aus ber Sigur 

sin a <[ a <[ tang a 

b. ^, ber aSogen a ijl immer ittjifi^en sin a 

unb tang a entbalten. 

Um bieS ju beweifen, fann man ben ©afe ber Planimetrie §. 80 

§fnmerf. ju §ülfe nehmen. SJtan fann aber auc^ bemerfen, ba^ 

sin a bie boppelte Slädje beS X^reietfS ABC, a bie boppefte glätte 

beS ©ectorS ABC, unb tang a bie boppelte gldd^e beS S)reiedC& 




ABE auSbrütft. 
daraus folgt h^eiter 

sin a 



sin a 



sin o v^^ sin a 
a ^ tang a 



wofür man auci^ fe|en fann 



Bin a 



1^^ DIU V> V. 
> > COS a 
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UB « 



b. 1^. tt ijl friticm SEBcrt^e nat!^ immer jiDifc^en 1 unb cos a 

enthalten, 
8ä^t man nun a o^ne 9fuf^ören obnc^mcn, fo ifl lim cos a = 1, 



sm a 



foIgIi(^ um fo mc^r ani) lim — ^ = 1. 

§. 146. 

Se^rfa^. @8 ijl für Jcben 5Bett^ üon o: 

«*• = cos o; + « sin aj 

tt)0 e bxt SSaflS bct natiittt^en ßogarlt^ntcn bebeutet. 

S3en?eid. Um coso? + t sino; in eine naij ber $aupt}a^[ x 
georbnete Steige ju entmitfeln, fann man ba^ im §. 16 befc^riebene 
SSerfa^ren ann^enben, inbem man biefen SfuSbrutf gleit^ einer Steige 
mit üorläuflg unbejHmmten Soefpcienten fefet 

cos « + t sin 0? = «0 + fli^ + fla^* + flja?* -[- , . . (1) 

2)ann ifl auc^, inbem y flatt a? gefegt wirb 

cos y + * sin y = flo + «i y + «» y' + «s y' + • • • 
folfllid) 
cos y — cos a? -f- i (sin y — sin a?) = «j (y — a?) + ^a (y* — ^*) 

+ «s(y'~*') + ..- 

unb wenn man auf ber linfen ©eite biefer ©feic^ung bie entfprec^en:? 
ben Formeln jur SSerwanblung ber ©ifferenjen trigonometrifc^er 
3a^len in ^robucte (Trigonometrie §. 38) anmenbet, fo ^at man 

^ 2 sin t+i^ sin ^-^ + 2.' cos^^ sin ^-^ = 

«1 (y — ^) + «a (y" — ^') + ^9 (y' — a;') + . . , 

SBirb biefe Ofeit^ung bnxd) y — x fciüibirt, fo folgt 

. y — a? . y — x 

. y + a? ^ , . y + x « 

— sm --TT-'" 4- i cos ^—' s= 

2 y — a? «^ 2 y — a? 

~2^ ~2~ 

unb lä^t man hierin bie I)ifferenj y — a? unenblit^ abnehmen, fo 
erhält man unter Sfnmenbung ber ßel^rfä^e §. 41 unb §. 145 

— sin a? + t cos a? = ai 4" ^fl^a? -[- 3a^x^ + • • • (2' 



170 Slnal^p«« 

Die beibcn ©ntmicfelungcn (1) unb (2) niüffcn ibentift!^ werben, 
trenn man bie erfle mit i multipticirt. ^an [;at alfo naä) §. 15 

Ol = i üo 

1.2 

««0 



2 a, — t fli 


tt)orau8 




3^3 t fl] 


1/ 


f 02 


2C. 




2C. 


unb mit[;in mirb 







1.2.3 



«A O Iflf* 



COS a? -|- «* sin j? = a© + * «0 a? — j-^ ^'^ "^ F2^'*'* + • • • 

Um nod^ ben Goeffirienten fl© ju beftimmen, fe^e man a? = 0. 
iDann wirb au8 biefer legten ©teic^ung 

1 = flo 

unb man er[}ält enbli^ 

COS a; -f- i sin a? = 1 -|- « ^ — j-^ — ^23 "f" • • • 
ober burd^ Trennung ber reellen unb ber rein imaginären ©lieber 
cosa; + tsina;= 1 _ ^ + ^-^- ^ ... 

+ * V."^ "" 1X3 + 1:2:3:4:5 *~ ' • • J- ^^ 

©enau biefelbe Steiße entf}el)t aber, wenn man in ber (gntoitfe^^ 
lung tjon e^, §.52, ben SBert^ ix an bie (Stelle üon x fefet, 
womit ber 8e[)rfat bewiefen ifl. 

9fnmerfung. Sine not^ naturgemäßere 9tei[)en==(Sntwitfelung 
tjon cos X -|- » sin j? al8 bie obige ergiebt fidv wenn man nac^ 
ber 83inomiaIformeI oon SJtoiore fe^t 

f X , x'\'^ 

cos a? 



(X X "\' 

cos }- e sin — I 



I;ierin bie rechte (Seite nac^ ber S5inomiatrei[;e entwidfelt unb barauf 
m unenbli^ groß werben läßt, woburt^ man glei^fallö ju ber 
©leii^ung (3) gelangt. Seboc^ mac^t biefe STbleitung üerfd^ieiene 
Slebenbetrac^tungen nötl;ig, bnrc^ wef^e jie weniger einfat!^ wirb. 
2Den oorflebenben Seljrfafe \)^\ juerfl (guler gegeben. 
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§. 147. 

IBel^rfa^. !S)ie trigonomctrif^cn ^ai)Un cincä jcbcn 
SBinfeB fönncn bur^ imaginäre ^otcnjen au9gc5rücft 
tt)er&en tpie folgt: 

tx — ix 

e — e 
sin X = 2": 

• X i_ —ix 

e ~r « 
cos X = ,^; 



- ix '-'ix 

i e — e 



lang X =Y -irT~3 

e -T e 



ix 



ffieweia. SBemi man in bcr ©Icid^nng 

ß** == cos a? -{- i sin ar 
bcn SBtrt^ — x ^att x [c^t, [o fofgt 



ß •* = cos a? — i sin a;. 



S)ic Sfuflöfung bicfcr beiben ®Ieidningcn liefert bie obigen SQert^c 
Don cos x unb sin x, an^ benen lang x auf befannte 58eifc folgt. 

§. 148. 

IBel^rfa^. S)ic ^otenj bcr a3afi8 e mit einem comptejcen 
©jcponenten wirb 

g' + iy ^ e^(cosy + tsiny). (1) 

aSetoeiö. 9Jlan ijat 

toorauS nat^ §. 146 baö SBeitere fofgt. 

SBenn bie gegebene S3afi8 = a Derftfcieben Don e ifl, fo lä^t fic^ 
feie ^otenjirung [eid)t auf bie Dorige jurü(ffür;ren. 3^enn man i;at 
immer 

lüo la bm natürfidtjen 8ogarit[;mu§ t)on a bebeutet, folglich 

ßX + <y = a"^ (cos yiä + i sin y/ö). (2) 
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§• 149. 

8e]^rfa|. 3)cr natütli^e Sogarit^mud einet compIe]reit 
3a^r»itb bntii bit ®Ux6)\xnQ gegeben 

L r (cos (p -j" * sin (f) = / r -[- t ((p + 2hn) (l) 

tüc man für h \tbt beliebige a(gebraif(!^e ganje ^af)l fefeen 
barf. 

aSeirciö. §fu6 bem üorigcn ßcfjrfafee folgt 

l . c* (cos y -f- t sin y) = a? + i y. 

©efct man Incrin c* = r, alfo a? = /r, unb ferner y = (p + 2äjc, 
iro b eine beliebige algebraifc^e ganje B^tjt ift/ fo erhält man bir 
obige ©leid^img. 

S)er 8ogaritt;mu8 einer complejrcn 3cd)l für eine beliebige S5aji8 a^ 
oerfc^ieben üon e, läpt [xij leicht auf bcn oorigen Sali jurücffü^ren* 
I)enn man Ijat 

log . r (cos (f -f- t sm (p) = — ^^ — ^y-5 ^ 

folglid) 

log . r (cos (p + t sin (p) = log r + i ^^-y — - (2) 

wo A biefetbe SSebeutung l;at mie Dorthin. 

2Jtan fiebt l;ierau8, ba^ jeber ßogaritljmuö einer compleren 3a^l 
unenblid^ Diele SBert^e f;at, votlijt fnf; burc^ bie üerfc^iefcenen SDert^e 
Don A üon einanber unterf^eiben. 

Slnmerfung. @efet man in biefem ßet^rfafee r = 1 unb (p = ^r 
fo ert;ält man 

woraus folgt 

(4A + l)3t _ u 
2 i 

unb für bie bcfonbcre ?fnna[)me A = 

T *^ T 

tt?eld)er STuabniif inbcjfen jur Serec^mmg ber 3al;l tc tomiQ Qts^ 
eignet ifl. 
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§. 150. 

3itfa|» ®ic natütU^en ßcgarit^mcn aller recnen 
3al^lett mxbm bnx6) bit Beiben ©Ui^ungen bargeflettt 

/(+r) = /r + t. 2ÄJt 
/(— r) = /r + f.(2Ä+l)jt 

JDO r btn äaf)lmtt^ btt reellen 3^^! bebeutet unb man 
für h Jebe beliebige atgebraif^e ganje ä^^t f^fefn barf. 

3)iefe ©feic^ungen folgen au8 bcm üorigcn ^Paragraphen, bit 
erPe inbem man bafelbft (p = 0, unb bie jireite inbem man (p = it 
fefet 

Stimmt man r=l, fo I;at man inSbefonbere bie natürlichen 
iBogarit^men ber pofitiüen ober negatiüen^ ginbeit 

/ (4-1) = i.2hit 
/ (-1) = t. (2AH-l)jr 
buri^ beren 9fbbition ju Ir man bie obigen SBert^e h^ieber er[;ält. 

3)ic ßogarit^men für jebe anbere S5afi6 a irerben gefunben, inbem 
man bie üorfle^enben Slefultate burc^ la tiüibirt. 

§ierau0 fie^t man j. f&., ba^ ber öriggif^e ßogaritbmuö einer 
jeben pojitioen 3al)[ unenl)li(^ Diel 2Bert[;e Ijat, ton benen nur 
einer reett ijt, welcher bem 3öertl;e A = entfprit^t. S)iefer SBert^ 
ip berfelbe, ben bie Safein geben. 35er S3riggifd;e 2ogaritl)mu8 
einer jeben negattüen 3a^I Ijat glei^falla unenbüt^ Diel SBertfje, bie 
aber fämmtlit!^ imaginär fmb. SJtit biefen 8ogaritI}men fann man 
übrigens ebenfo numerift^e Slet^nungen führen, wie e8 mit ben ge:= 
»ö^nlid^en 8ogaritI;men gef^ie[;t. . @8 fei ]/ — 64 mit 8ogaritf;men 
ju berei^nen. 2Jlan fefee 

log (~ 64) = 1,80618 + I ^^^+/^^ 

:3 



log ]^=n54"= 0,60206 + i ^^f^ 
unb baju ijt bie jugefjörige Saljl (§. 148) 

K — 64 =4 I cos ^^ — -^—^ \- i sm ^ — T^' ^ j 

fiOereinPimmenb mit §. 144. 
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OTgcmein fann man ^ner tüieber ben ©c^Iu^ ^injufügen, bof 
auij für bie ßogarittjmen bicjenigc ©c^micrigfeit, ircld&c in bcr 
niebercn Sfritfjmetif fic^ bcr allgemeinen S3ere^nung berfefbcn enfc= 
gegenfiellte unb tüel(f)c an btx Statur ber SSorjeic^en haftete (2frit^m. 
§. 266), in bem ©ebiete ber compleren 3a^Ien nic^t me^r üor- 
[;anben ijl. 



3e]^nter Sf6fc^nitt- 

@ntlui(felung ber trigonometrifd^en Stetigen unb ber 

^rcu6reil^en» 



Sie trigonometrifd)cn l!lcil)en. ' 

§. 151. 

^rflarung. Unter ben ttigonontetrifij^en Stetig en 
tjcrftc^t man bicjenigcn unenbti^en Steigen, tvtlä)t butif 
bie @nttt?icfelungen t?on sin x^ cos o: unb tang x na6f 
ber ^auptja^t o: entfielen. 

3m vorigen §fbfc^nitte \)at fn^ gejeigt, mie bnrd) bie allgemeine 
35arf}ettnng ber compiejren 3ciI;Ien bie trigonometrifd^en 3a^Icn in 
bie §fnall;fi6 gelangen. SfuS ber Trigonometrie ijl aber belannt, 
ia^ bie trigonometrifc^en 3at;Ien meifientljeila irrational jinb, unb 
e8 tritt beS^alb an biefef ©teile nod) bie §fufgaDe ein, bie trigo- 
nometrifc^en 3ö^Icn in unenbfif^e Steigen ju entmitfeln, auf ä^n^ 
lici^e SBeife, wie foId^eS mit btn ^otenjen im III. Sfbfd^nitte unb 
mit ben ßogarit^men im IV. ?fbf^nitte gef^e^en ifl. ®8 fott jcboci^ 
l}ier biefe Sfufgabe nur auf bie brei oben genannten trigonometris 
fc^en Sa^tn bef^ränft werben, f on benen bie brei anberen cot x^ 
sec a? unb cosee x lebiglit^ bie Umfefjrungen fmb. 

Unter bem SBinfel x \)tx^djt man l^ier, toie f^on im §. 130 be^ 
merft würbe, bie jugef}örige Bogenlänge für ben ^albmeffer ®in0. 
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unb bie trigonometrife^en Sagten jinb Wer in bcr ^fuffaffung beä 
§. 145, ober gleidjfalla für ben ^albmeffer ®in8, ju nehmen. ®enn 
auf biefe SBeife tüerben SSinM unb trigoiiometrifc^e Seilten ©rö^eii 
ton einerfei ?frt, bie burc^ eine unb biefelbe gintjeit gemeffen werben, 
unb e6 tüirb bamit bie Sflögüd^feit gegeben, bie trigouometrifc^en 
3«§Ien burd^ ben SBinfet allgemein auöjubrütfen. 

§. 152. 

©rflarung. Unter bcr 3a^t q t?erfte^t man bie §{nja^t 
fcer ®xaht^ ober SQlinuten, ober ©ecunben, n?et^e ein 
Kreisbogen umfaßt, ber feinem ^albmeffcr Qld^ ift. 

2)iefe Saljl ijt affo 

4QA 

für ©ra^e q = — = 57,2958 
für gjtinuten q = ^-^ = 3437,75 
für ©ecunben q = ^^o.60,60 ^ 206264,8. 

S)er ©ebrauc^ biefer 3^t)Icn ift folgenber: 

1) Um einen Söinfel, ber in Sogenlänge für bm §albmeffer (ginö 
auögebrüdft ijl, in ®rabe ober SJtinuten ober ©ecunben ju üer:= 
ttjanbeln, ^at man i^n mit bem cntfprec^enben SBert^e üon q ju 
multipliciren. 

2) Um einen SBinfel, ber in ©raben ober SJtinuten ober ©e:= 
cunben auSgebrütft ift, in Sogenlänge für ben §albmeffer ®in9 ju 
üerh3anbeln, \)at man itjn burd^ btn entfj^ret^enben SSertf; üon q 
jU bit?ibiren. 

3. 83. ein SBinfel, bejfen SSogenlänge für ben ^albmeffer (SinS 
= 0,1 ift, beträgt in ©ecunben 

0,1 . 206264,8 = 20626",48 

5.i. = 5' 43' 46",48i 

unb ein SSinfet t?on 12^ beträgt in SSogenlänge für ben ^alb^ 
mejfer @in8 au8gebrücft 

StIss = 0.20944. 
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SMan fann jur ©rlric^terung bieftr Umitanblungen, ml6)t fc[;r 
l^äupge Srnrocnbung finbcn, axiä) eine Safel entwerfen} f. b. IV. Xafd 
in be8 85erf. Iogarit^mif(^s=trigonometrifc^en S^afeln @. 98. 

§. 153. 

Sel^rfa^. ®le ®nttt>itfelung Don sin x unb cos a: 
giebt folgcnbe na^ ber ^aiiptja^t x gcorbnete Steigen: 



J?' , x^ 



sinx = x-^j-^ + 172X475 - ••• i"^ i'^f- 
coso:«! --^+ t.2^3.4 -'- '^*"f- 



2)cr aSemeiS ifl fc^on im §. 146 enthalten, wo bicfe Steigen 
aus bcr ©tcic^ung (3) ^ert?orgcfjen, wenn man bafefbfl bic reellen 
S^^eile für fid^ unb bie rein imaginären S^ljeile für fxä) einanber 
glei(^ fe&t. 

2)tan fann auc^ bemerfen, bai^ biefe Steigen nic^ta anbereS fmb 
öla bic ©ntwitfelungen ber im §. 147 für biefe beiben trigonometrüs 
fc^en3«^Ien gegebenen imaginären ^otenj:=S[uabrü(fe, fobafb man 
auf biefe ben Sefjrfafe §. 52 anwenbet. 

J)ie Sonücrgeuj beiber 9tei[;en für Jeben SBert^ Don x folgt fc^on 
aua i^rer Verleitung, fann ober aut^ felbflänbig aua §. 14 bewiefen 
werben, ba baa SSilbungagefe^ i[;rer Soefficienten unmittelbar oor^: 
liegt. 2)iefe fJteitjen fnib alfo ju tmmerifc^en Sleti^nungcn fofort 
brau^bar unb werben jeberjeit rafc^ conüergiren, ba man ©imia 

unb Softnua für SSertl^e Don a?, welche größer afa -j- fmb, niemala 

JU berei^nen nbttjig I;at. 

aSeifpief. 6a feien @inua nnb gofinua üon 22° ju berci^nen. 
SJlan tjat junäc^jl nac^ bem vorigen ^aragrapl^en ju fefeen: 

" = 5772958 = 0,383972. 

unb erpft T^ierauf 1) für sin x: 

X = 0,383972 — j^ = — 0,009435 

+ o: ^ - O'Oooo^o - i.a.3.T.5.6. 7 -- 0-000000 

0,384042 — 0,009435 

sin 22" = 0,374607 
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2) für ew üfi 

1 = 1,000000 _ ~1 = — 0,073717 

1,000906 — 0,073721 

cos 22 • == 0,927185. 

8Wan Dtrfllrii^e l^iennit bie fe^r umflänblic^en SJlet^oben, wertet 
We ebene Sriflonometrie für üerfc^iebene SBinfef le^rt, wä^renb ^ier 
baS aSerfa^ren fttr alle SBinfel qUH) einfach bleibt 

§. 154. 

3iifa|* JBenn ber 5Sinfel x fe^r Kein x% fo fann 
man fe|en 

sin a; =: 0? ; cos o? = 1. 

Diefe ©Icid^ungen, üon benen ein fe^r Ijäupger ®ebraud^ gemacht 
tütrb, fefeen üorauö, baj^ jebe ber bcibcn Steigen beS vorigen ^axa^ 
fftapfftn fiä) auf i^r erfleS ©lieb rebucirt, alfo ber Snbegriff aller 
folgenben ©lieber für ben geforberten ©rab ton ©enauigfeit tjer^ 
fci^tDinbenb flein ifl. 

(SB läßt fxä) leidet nac^h^eifen, bia ju welcher ©röße bea SBinfela x 
man bie üorfle^enben beiben ©teit^ungen gebrauchen barf, fobatb 
5er ®rab üon ©enauigfeit, mit welchem man rechnen h3iff, gegeben 
ifl. @efet man j. 85. fefl, bajß bie SBert^e ber @inua unb ßojtnua 
auf fünf Decimatpellen genau fein fotten, fo wirb bie ®teid)ung 
sin a? = a? richtig fein, fo lange man l;at 

1X3 < 0,000005 

b. i. a: < 0,03107 

über bis ju bcm SBinfel V 46' 48". 

Unter berfelben SSorauöfefeung toirb bie ©teit^ung cos a? = 1 
rid^tig fein, fo lange man t;at 

^ < 0,000005 

b. i. a? < 0,00316 
ober bia ju bem SJJinfel 0' 10' 50". 

ffilttfl«u*e (SUm. S3lat^emQtiC IH. Jöl). 1. «Cbt^. 1^ 
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J)ic jtDcite ®[eid)unfl ijat alfo eine Diel engere ®ren}e i^ter 
©Ültigfeit als bie erfle, ©oH biefe ©renje meiter onSgebeönt tt?er:= 
ben, fo mnß man fefeen 

COS :r = 1 — -y 

ira8 unter ber obigen SBorauSfefeung bi8 naf)t an 6' richtig ijl. 

9(nmerfung. 2JlaefeIt;ne machte bic JBemerfunfl^ tag nurn. für 
er^ebfid^ griJ^ere SBinfel afe Dor^in noe^ immer ^inrek^eni genaa 
Derfa^re, n^enn man fe^t 

sin a: = j? ]/ cos x. 



x^ , d?* 



2)enn c8 ijt 

cos * = 1 - :^ + ^ ^ ... 

folgli^ 

_ JL r^ — f! o- ^' 

9 V.2 24 + •••J 



• • • • 

.4 



■" ^ "" T "■ 72 " • • 

o; K cos OJ = a? — 



• • • 
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unb ia man f;at 

sin^ = ^--g- + Y^~.., 

fo beträgt ber Unterf^ieb biefer beiben gnhridfefungen nur 

sin a; — x J/ cos o? = t^ .... 

unb fann alfo für ^inreii^enb ffeine SBert^e üon x üernad^Iäffigt 
irerben. ©o j. 83. für Slet^nungen mit fünf genauen 3)erimafc 

-9,. 

fiellen wirb bie ®Ieid)ung sxnx = x K cos x richtig fein, fo lange 
man bat 



j?* 



jr < 0,000005 

b. i. a? < 0,18640 
ober bia ju bem Söinfef 10' 40'. 
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J)er @tbxani) biefer ajla8felt;ne'f^en ©fci^uug fefet Dorauö, ba^ 
btx 9Bert^ üon cos x befannt fei. 3)iefcr SBert^ tann aber immer, 
ba cosa? für Meine SBinfel [xdj nur langfam änbert, mit grofer 
3ut)erfäfiiflfeit au8 einer Safel genommen werben, ajlan fe^e über 
biefen ®ebrau^ beö SSerf. fünfteilige Iogaritf;mif(!^:=trigonümetrif(il^e 
Safein, ginleitung §§. 9 unb 10. 

§. 155. 

SIufgaBe. ®le SGBert^e üon sin (a + 6) unb 
cos (a + 6) ju beregnen, »enn bie SBett^c Don sin a 
\mb cos a al0 befannt üorauögefefet tperben unb b eine 
«eine 3a^t bebeutet. 

?fuflöfung. SBenn man in btn ©leid^ungen 

sin (ö -[" ^) = ^*" fl cos ft -|- cos a sin b 
cos (ö -}"*) = ^ä* ^ ^^s J — sin n sin b 
btn SBinfel b fo Mein annimmt, ba^ er ben 93ebingungen bea vori- 
gen Paragraphen ®enüge leijiet, fo erf^ält man 

sin (ö -j~ ^) = sin ö -[" * ^^^ a 
cos (a -[" ^) = ^os a — 4 sin a. 

Seifpiel. 68 fei gegeben 

sin 22' = 0,37461 cos 22* = 0,92718 

unb man fu(^t sin 22' 7' 30" unb cos 22*^ 7' 30". 
3)ie SSogenlängc öon 7' 30" ijt J = 0,00218 unb e8 wirb 
4 cos a = 0,00202 6 sin a = 0,00082. 

snfo 

sin 22' = 0,37461 cos 22' = 0,92718 
+ 0,00202 -- 0,00082 

sin 22' 7' 30" = 0,37663 cos 22' 7' 30" = 0,92636. 
SJlan oergleii^e bie trigonometrifc^en Safein. 

§• 156. 

SIufgaBe. S)ic ßogarit^men üon sin (a + 6) unb 
cos (a + 6) JU beregnen, tpenn bie ßogarit^men t?on sin a 

12* 
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tinb cos a atd 6ef annt uotaudgefe^t ttetben unb h eine 
fltine 3ci^t bebeutet. 

SfttfWfung. ajtan ^at mit Sindfid^t auf ben üorigen Para- 
graphen 

log Sin (a + t) — log sin a = log ^^ 



= »»« (^ + s^--) 



, / I I \ 1 1 cos a — 6 sin a 

log cos (a -\-h) — log cos a = log 

= log (I — h tang a) 

unb trenn man biefe ßogarit^men in Steigen entmidfelt unb üon 
bzxi Steigen nur ia^ eijle ®[ieb beibehält, fo wirb 

*^V. ^tangfly tanga 

log (I — h Ung a) = — Jlf A lang a — ... 
WO Ä" ben SDtübulua ber Jöriggifc^cn Logarithmen bebeutet. 
?f[fo erljätt man 

log sin (ö + 6) = log sin a + -^^ 

log cos (ö -}" ^) = 'og cos a — iüf 6 tang a, 

fBeifpiel. ®S fei gegeben 

log sin 22° = 9,57358 log cos 22" = 9,96717 
m\> man fudjt log sin 22*^ 1' 30" unb log cos 22° 7' 30". 
2)ie Bogenlänge uon 7' 30" = 450" wirb nac^ §. 152 

/ — _'*^^_ 

~ 2Ö6264;8 

wni man erl;ä[t 

log h = 7,33878 — 10 
logitf == 9,63778— 10 

log(J>/6) = t),97ü56— 10 
log tang a = 9,00H4 1 — 10 

log r^ = 7,37015 — 10 -^ - = 0,00235 
^ tang a tang a ^ 

log {Mh lang fl) = 0,58297 — 10 Mb tang a = 0,00038 



3(^iitrr «Itifi^nitt. 181 

Sflfo 

log sin 22' = 9,57358 leg cos 22" = 9,96717 

4- 0,00235 — 0.00038 

log sin 22" 7' 30" = 9,57593 log cos 22' 7' 30" = 9,96679. 

SRan t)ergfei(^e bie trtgonometriftfecn tafeln. 

Sfnmerfung. SJlmi faim bemetfen, ba^ wenn man für b bie 
aSoflenfänge für 1 ©ecunbe, b. i. btn S3ru(^ 

1 

206264,8 
M h 

fcfct, bic SSBcrt^c j^|^j— ^ unb Mb lang a ibcntif^ jinb mit btn in 

btn logarit^mifdj'trigonomctrift^cn Safein angefefcten (Differenjen 
für 1 ©eninbe, t?ermittetjl beren bie gemb^ntidbe Snterpolation an^ 
gefüljrt tt)irb. gine ft^nlid)e 93emerfwng fann man ju bem üorigen 
Paragraphen machen. 

SBenn ber SBinfel a ttein ip, fo [;ört ^—— auf ein Meiner Srud^ 

jU fein unb ba6 t?orpel^enbe S3erfa6ren irirb für ben ©inuö un= 
genügenb. 5Dlan muf in biefem %aKt mtfjx ©lieber ber JRei^e 
entoidefn, ober man fann auci^, nat^bem ber Sofinu6 berechnet i^ 
bic ©teidjung Don S0la6fe[t)ne (§. 154 ?fnm.) anmenben. 

§. 157. 

Sel^rfa^. S)ic @ntn)idfeluttg Don tang x giebt fotgenbe 
nai) ber §au|)tja^l x gcorbttete Steige 

2)er ?8ett3ei6 ergiebt fl^, inbem man bie beibcn Steigen für 
sin X nnb cos x bxixi) einanber bit?ibirt, waS nac^ bem SSerfafjren 
beö §. 16 gefc^e[;en fann. 

T)aB aSitbungögefefe ber Soefpcienten biefer 9teif;e ijl, wie ber 
Sfugenfd^ein jeigt, Don einer Dermicfelteren 5Ratur als in ben obigen 
Steigen nnb fann l^ier nic^t weiter Derfotgt werben. ?fu6 biefem 
©mnbe läft fid^ anö^ ^iet über bie SonDergenj biefer Steige feine 
attgemeine gntfc^eibung ttefen. 
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§. 158. 

dufa|. äBeun 6ct SBinfct a: fe^t ftein ijl, fo fann 
man fefeen 

tang X =i X, 

3)iefe ©leiti^ung fefet t)orau6, ba^ 6ic Steige bcd üorigen ^ara^ 
grapsen ft^ auf i^r erflea ®Iieb rcbucirt. Sür Slet^mmgen mit 
^nf genauen 3)erimalflellen ift fle ri^tig, fo fange man ^at 

ft < 0,000005 
b.l X < 0,02466 
ober bia |u bem SSinW V 24' 46". 

«ftimerfung. SBenn man bie ©leit^ng oon SÄadfel^c 

(§. 154 Sfnm.) ^ 

sin X ^= X K cos x 
burd^ cos a? = cos a? biuibirt, fo erhält man eine jmeite ©teit^ng 

|/ cos a?* 
toeld^e in ä^nfic^er SBeifc gebraucf|t werben fann xo'xt bie erfie. 

Die 3lrfUörfil)fn. 
§. 159. 

©rftSrung. 9Jlan üerfie^t unter bcr ©ejei^nung 

arc sin z ben SBinf et, bejfen @inud = z \% 

arc cos z „ ^ ,, (SojinuS = z ift, 

arc tang 2; ,, „ ,, £angen8= 2; ifl. 

Ober roenn x irgenb einen SBinfef bebeutet, fo ifl btr @inn 
biefer 83ejei^nung ber, ia^ 

au6 sin a? = Ä jeberjeit folgt a? = arc sin z, 
,, cos a? = Ä „ „ X = arc cos z, 
,f lang a? = J5 „ ,, a? = arc tang ». 

3)iefe ©ejeitfinung brüdt bemnai^ bie Umfe^rung üon berienigcn 
ber trigonometrifc^en 3a^[en aua. 2)ie ©ilbe arc ifi bie Sfbftttjung 
bea SBortea arcus, SJogen, 
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©eim ®ebraut!^e bitfer ©ejfij^nutifl ifl bie befonberc SJorfic^t ju 
btadjtttif ba^ jeber biefer ^rcud filr benfJeKen S9&ert§ tosm a mu 
jä^Iig vieler 83Xert^f fä^iß ijl. J)cnn wenn man j. 83. mit a? irgenb 
einen aSBinfel bejeifi^net, fo gehört eintriti @inn6 ju ten 'SBinfetn 

ebenfo einerlei (Sopnuö ju ben SBinfefn 

X, 2j!;— jp, 2n'{'X, in^-x, jc. 

enbfic^ einerlei Sangen6 ju ben SBinfeln 

X, n + Ä, 2ft'\-w, Sit + rp, JC. 

b. ^. bie Sfnja^I ber SEBinfel, meiere jn bemfefben gegebenen ©inuö 
ober 6ofinu6, ober Sangenö gehören, ifl unenbüd^ gro^ Su bcr 
Äeget oerpef;! man nnter bem Sfrcua ben fleinften atter biefer mög^ 
fidlen SBinfel, welcher alfo für arc sin z nnb arc tang z immer 

jtoifti^en — y nnb + y , für arc cos z immtr jwift^en unb « 

enthalten fein wirb, nnb bamit fsat bie SielbeuHgfeit biefer Sfuö:^ 
brtiie ttjegj bocf| mn^ biefe ©efd^ränfung jebeemal auSbrüdflic^ an^^ 
gejeigt werben. 

§. 160. 

SrflSrung* Untrr ben Sf reu «reiben ucrfle^t man 
biejenlgen uncnbtt^en Steigen, toel^e bur^ bie ©ntlolrfes: 
(ung t)on arc sin z^ arc cos z nnb arc tang z naä) btx 
^anptiaifl z entfielen. 

3)ie SfrmSrei^en löfen bie umgefe^rte ?[nfgabe oon berjenigen 
ber trigonometrifc^en 9teil;en. 3)enn in btn lefeteren wirb bie trigo= 
«ometrifc^e SM buvä) ben SBinfel, in ben erfierw bagegen ber 
HBinfef burt^ bie trigonometrifc^e 3a^( auögebrütft. 

3n btn SfrcuSrei^en wirb unter bem 9frcn6 immer ber fleinfie 
atter möglit^en SEBtrt^e beSfelben oerfianben, aud welkem jeber 
nnbere biefer SEBert^e leidet hergeleitet toerben fann (f. ben üorigen 
^aragrapfjen). , 
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§. 161. 

Srl^tfa^. S)ie @ntn)idfe(ung t^on arc tang z giebt 
fotflcnbe na^ bcr $au|)tia^t z georbnetc Sleil^e 

arc tang ä = ä — "3 + 5 «- + ••• '^ >°f- 

a3emci6. 2fu6 ben beiben ©tcic^ungen beö §. 147 

c** = cos a? -{- t sin rr 
c"** = cos a? — i sin a? 

erl^ält man burd) 3)iüijton 

jijg cos a? "4" * **** ^ 

cos X — i sin j? 

1 + * tang X 

1 — t tang X 

tootaud folgt 

_ 1 , 1 + t tang X 
2 t 1 — t tang s 

unb toenn man lang o: = ä, atfo o? = arc tang ä fe^t 

arc tang ä = ^r-. / ;; — ' — r-, 
ö 2t 1 — t« 

$nun if} nad) §. 58 

/ (1 + tz) = lÄ + L. -^ i| ^ + . . . 

/ (1 — tz) = — lÄ + ~ + ^ — i- — ... 
folglid) 

' T^TTi = 2*- V.* - T + y ^ • • • J 

unb enblit^ 



z» . i«^ 



arc tang t; == ä — -- -|- ~ — ... tüie oben- 

I)ic I)ier erhaltene Steige conüetgirt für alle SBert^e ber ^öupfe 
ja^I z, welche jirifcijen — 1 unb + 1 zvX^^oSXvx ftnb, wotjon man 
fic^ teictit nad^ §. 14 übetjeugen fann. 

Sfnmcrfung. ©e|t man mieber. arc tang z = a«, fo fann 
man bicfe Steige auc^ fc^reiben h?ie folgt 

. tangj;^ , tang 2;^ 
X = tang X 1 1 ^ ... 
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§. 162. 

Srl^rfa^. J)ic ©ntoidf etung t?on arc sin z unb arc cos z 
giebt fotgenbc na^ ber §au|)tia^t z gcorbnetc Bleiben 

, 1 *« , 1.3 z« , 1.3.5 z' , . , . 

arc sin z = ^5 + -^ y + ^ -^ + ^-^ ^- + ... in Inf. 

3t 1 Z^ 1.3 l* . . ^ 

arccoSÄ = -- ^ - ^^- _ _ _ ^ _ ... ,n ,nf. 

ffietüeis. 1) I)ie etjk biefcr Steigen fann man auf folgenbe 
Sßeifc au8 ber Steilje be6 Dorigen Paragraphen erl^aften. 
3)ie au8 ber Trigonometrie befannte ©teic^ung 

SIQ X 

lang X = 7 77— . -g 
f> (/ 1 — sm j? * 

giebt 

sin X 

X = arc tang t tt . — =^ 

ober toenn man sin a? = «, b. ^. a; = arc sin » fe^t 

arc sin « = arc lang ^r __ , 

unb inbem man auf ber rechten ©eite biefer ©leid^ung bie Stei^en^^ 
®nttt)idfe{ung be6 Dorigen Paragraphen ann^enbet 

arc sin Ä = z (l — z')-^ — T *' (* — ^T^ 

+ l*^(l-z'H- ... 

SBerben hierin bie angejeigten bmomifd^en ^^otenjen ausgeführt, 
fo fann man bie Snüritfelung fc^reiben tt)ie folgt 

, 3 z^ , 3.5 z» , 3.5.7 z^ , 
arc sinÄ = ÄH- ^ ^- + _--- + ^-_ -,+ . ., 

___ ?^__;Ai!— 5.7 z^ 

T 2 5 2.4 7 



• 5 ">" 2 7 "T" ••• 



Z^' 



• • ' 
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dud bereu Bufammenjie^ung bit o6tge Steige ^etDorge^t. (Denn 
man ^at nur ju beachten, bo^ bei ber 3(bbttion ber ®(iebei:, mcldie 
mit gleidien ^oteujen t)on ä be^ftet jiub, ber im §. 38 ^fumerf. 
bett)ie|tne ®a^ jur ?fumenbung fommt, fü baf bit ©ummtn 

T "" ' 2.4 2 + * ' 2.4.6 2.4 "• 2 "" ^ ' ^^* 

ibentifcfi fmb noxii ber SBejei(^uunfl bea §. 38 mit 

©. + G). ^- *^' + (^)i ^- *^ + ^- *^* ' "• 

unb folglicf) geben 

2^1 ~ 2 ' V^ Ja ~ 2.4 ' V.2 Ja "" 2.4.6 ' ^^' 

2) 3)ie jtteite ber obigen Steigen folgt unmittelbor axx^ ber erfleu 
buri^ bie leitet nat^toeiöbare SBejie^ung 

n 
arc cos Ä = Y — ^^^ sin «. 

3)ie beiben l^ier beioiefenen Steigen fmb conl?ergirenbe Steigen, fo 
lange bie §auptja^l z jttjifcfien ben SEBert^en — 1 unb + 1 Hegt 
(ma6 vermöge i^rer 5Jlatur jeberjrit t)on fefbp ber Sali ifl). ajlan 
fann fxä) baDon leidet na^ §.14 überjeugen. 

Sfnmerfung. ©efet man in ber erften biefer Steigen tbieber 
arc sin z = X unb in ber jmeiten arc cos z = x^ fo fann man 
biefe Jfteifjen aucf| f^reiben 

ar = sin » + -2 -^ + 3-4 -5- + . . . 

3t 1 COS x^ 1.3 cos s^ 

^ — '2 ~ ^^^ ^ "" 2 "1 274 ^~5 • • • 

§. 163. 

^ufgaBe. S)ie ä^^t Jt ju betcci^nen. 

Sfuflöfung. 2)iefe Aufgabe ip eine ber ^auptfä^li^fkn «tn- 
wenbungen ber ?[rcu8rei^en unb bietet baju juglei^ baa poffenbfte 
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1) @c^ warn Ingx = 1. je it jt »^ ^^ ali^ 

-^ = air lüg 1 

un5 tos gkbt Mt Sobe 

^ — I _ 1 • 1 _ JL ' 

4 ~ * 3 "^ 5 T ^ 



* « » 
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2) €c^ man 4Mg ^ == y ^^^^ ^^''^ ' "* T • ^^ ^^'^^ 
taDg (x 4- op') = 1 alfo 

^ = trc lang 2- + «^ ^••f T 
tinb bks gte6t folgtnbe (Sntmicftlimg 

4 "" 2 3.2» "• 5.2» 7.2'" i- ••• 

^ 3 3.3» » 5.3» 7,3' • •• 

3) ©e|)t man lang x = y , lang «' = y , lang x* i— -j^ , 
fo toixb flleid^fallö lang (x -^x + x") = 1 atfo 

—. = arc lang -^ + ^^^ *®"8 -r + ^""^ ^^"8 "5" 
uttb feie« flicbt bit ©ntttirfelung 

4 ~ 2 " 3.2« ' 5.2* 7.2' + ••• 

4-l-_L4-J-- ^ 4. 

* 5 3.5* "*■ 5.5* 7.5' "» • • • 

* 8 3.8» "T" 5.8* 7.8' "T" ' ' * 

9lac^ bicfcr gormtl fjat ber Äopfrcc^ner 35afe bie 3«^! n niif 
200 3)ecitnalfleaen bcrct^tiet (fk^e Grftte'a Soiirnnl für SJlatljemntlf, 
27. »anb). 
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1 S 

4) ©efet man lang a? = y , [o trirb lang 2 a? = ^ , tang 4 a? 

120 1 

= jj9 uiib man mn^ ^*"8^' = 239 ^"^^^^^' ^^'^^^ tang (4j? — a?') 

= 1 tvirb. ^an Ijat alfo 

f- = 4 arc lang ^ — arc tang -^^ 

nnb biea gicbt bie ©nteicfcfnng 

4 ~" * V,5 3.5» ^ 5.5» 7.5' ^ •••J 

_f±__JL_4._J "^ 

V.239 3.239» "^ 5.239» " V 

ober für bie numerifc[}e 9led)nun9 bequemer 

339 V.' 3.571-21 ' 5.57121« • • J- 

S)ie aie^nung nnc^ tiefer legten ?5ormef roirb nuf 9 Jjcrimals 
ficffeij folgenbe: 

1 = 1 _ ^|i = — 0,013 333 333 

!^ = 0,000 32 — -^ = — 0,000 009 143 

5 7 

^ = 0,000 000 284 — ^ = — 0,000 000 009 
1,000 320 284 — 0,013 342 485 

0,986 977 799 

.0,8 

0,789 582 239 

1 — 3-5^,21 = 1 — 0,000 005 836 

= 0,999 994 164 

I_ 

• ~ 239 

^0,004 184 076 



^ _ _i35f SSI 2» — a004 IS4 076 

= 0,785 396 163 

X = 3,141 592 653. 

2>icf(9 Strfullat ifi nur in feiner kftm 3lt&r unnifch^ nNM» 
eine 3oIge wn tem ctnufblafnjiten ^influffe to tKittttn sS^ctimaU 
fhDen ift. 



eiftrr Sf 6fi^nitt 
Snflofnng brr ^i^rrtn ^(rid^itiigtii. 



§. 164. 

^Hfintng* Unter einer ^o^ercn ®tcid)un(j mit 
^Iner Unbekannten terfte^t man eint ®tcidjun(\, u>tlcbe 
tntjle^t, inbem ein nai) ^otenjrn bcr Untcfanntcn, atO 
^aviptia% geotbneter §fu8brnrf gleich 9Uitt gcfctjt ivlvb. 

"®er größte gjcponcnt ber Unbefonnten befllmmt bcn 
^rab ber ©teic^ung. 

Sfffgtmein l)at eine Dotiere ©leidiung i>om ntcn (Svabe bie Äonu 

wo X bie Unbefannte bcjcidjnet iinb bic Poeffidentcn a, , a.j , ... 

-ö«_i/ «n beliebige gegebene 3Bert[;e fjaben fönuen. '.I^ie hiUliflc 

^otenj a?** fanu immer frei t?on einem Koefpcienten iH^muertffi'bt 

werben, weit, wenn ein foldjer üor[;anben fein foUte, man foglfid) 

bie ganje ®leid|nng bnrd| benfelben biüibiren fann. 9lfnaHl>e (^'v^ 

})onenten bleiben anögefc^foffen. 

SBenn man ben Sfnabrucf, wetdjer gleid) 9]n(l flefejjt lülrb, mit 

u bejeit^net, fo fann man bie Dorflebenbe Wleidjnnfl abncfi'irjt 

f (^reiben 

u= 
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rDorin 

2f um er fang. 5Ric^t fetten wirb eine fiöf;ere ©lei^ung in einer 
unentmitfelten gomi vorgelegt nnb nuif erfl bnr^ Umorbnung auf 
bie oben bejrid^nete ®e(laft gebradjt werben, mii6 bur^ Befannte 
aWettjoben gefc^ie^t. 

§. 165. 

^rHfirung. Unter STuf 18 fung einet ^ö^eren ©teici^ung 
tjerfte^t man bie STuffud^ung berjenigcn SEBert^e, totläft, 
an bie ©tette ber Unbefannten in biefer ©teid^ung gefegt, 
ber ©tcic^ung ©enüge teiflen. 

®iefe SBert^e metben bie SButieln ber ©tei^ung 
genannt. 

Um bie ^ier bejeid}nete Sfufgabe in ber erforberlid^en Mgemrins^ 
^eit aufjufajfen, mu^ man fld^ benfen, baj^ ber Sfuöbrurf u (f. bm 
Dorigen Paragraphen) juerft an unb für fiti^ betrad^tet werbe, b. §. 
o^ne bie SSebingung, ba^ er gleich 9lnff fein fott- Sfföbann er:= 
fc^eint in biefem ^uSbrude bie Unbefannte x wie ^dupt^ffl, müijt 
beliebiger SCBert^e fäf;ig ifi unb weld^e man bemnad^, um allt 9)ldg^ 
n^feiten ju erfcf|öpfen, bie ©efammt^eit affer SCBert^e Don jp s« — cso 
bi6 0? = -|- 00 muß bur^Iaufen lajfeti , um gleid^jeitig bie enfc^ 
fpred^enben SBertt;e Don u ju betrad^ten. SJlan gelangt bamit }u 
einer §fuffajfung, wefd^e berjenigen ä^nlid^ ifl, ber biefer SfuSbrudf 
u als affgemeineS ©lieb einer ^rogreffion bereit§ in ben §§. 101 
u. folg. unterworfen würbe, nur mit bem 3ufa^, baj^ man f)\tx x 
um @tufen Don beliebiger Ä^teinbeit fid^ mu^ änbern laffen, bamit 
aut^ tt um t)iureic^enb Keine ©tufen jt(^ änbere. SebeSmaf, 
wenn man bei biefen fucceffiDen 9fenberungen ju einem SBert^e Don 
X gelangt, ber ii = mad^t, I)at man eine SBurjel ber gegebenen 
®Iei^ung er[;alten, wä^renb äffe anberen SBert^e Don a?, bie nid^t 
11 = mad^en, fiir bzw Dorliegenben 3wedF nid^t weiter in 33etra(^t 
fommen. 

®8 jeigt fid^ ilbrigenS fogleid^, ba% biefe 83etrad^tung, um ers= 
ft^öpfenb JU fein, fogIeidf| Don Dorn berein auf ba6 ©ebiet ber 
comijfejren 3at;len auagebef;nt werben nuif . "K^zx^n felbfl xotnn affc 
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Soeffideiiten btx gegebenen @(ei(^ung reell ^nb, fo ift fd^n au^ 
&er 9fuf{öfnti0 ber ©leic^ungen bea jmeiten ®rabe9 (bie beti ein^^ 
fa^flen Sau ber ^ö^eren Gleichungen bilben) befannt, ba^ eS 
©lei^ungen giebt, benen ni^t burd^ reelle SBertbe ber Unbefannten 
©enüge gefcf|e^en fann. ©o j- 33. bie ©leid^ung a?* -|~ 16 = 
f)at Qßx feine reelle SBurjel, fonbern nnr bie beiben imaginären 
SBuTjeln + 4 # unb — 4 t. 5Bcn biefen SBiirjefn würbe man, 
beim tfueft^Iuffe ber compleren 3a^Ini au8 ber ©etrat^tiing, nit^ 
einmal eine ?fnbeutung i^rer Spilhnj erhalten. 

Mgemrtnr (Sigrnfdjafifn in ijöiierrn ®lfid||ungrn. 

§. 166. 

Sel^rfa^. ®er SGBert^ be9 Sfuöbntdfö 

fättt für unenbttc^ mac^fcnbc SBert^c t?oa x immer nä^er 
mit bem SBert^e feines erflen ©liebe«, b. ^. mit 

iufammen. 

aSeweiS. Sfu9 ber gegebenen ©feic^ung Ijat man 

j,n ^ -r ^ "t" ^s T" • • • "T ^n 

unb barau§ folgt für unenblid^ lüati^fenbe aSertl^e üon a? (lüo baa 
JEBad^fen [xdj auf ben 3a^lit)ertf} Don of, menu biefe 3a§I reell ifi, 
ober ouf bm 2Jlobulu6 t?on x, irenn biefe Scif)l compler ifl, ju 
bejie^en ^at) 

SSermöge biefer ©leic^ung fann man aber für [;inreid)enb große 
SBert^e üon a? aud^ fdireiben 

n3o s eine f leine 3abl bebeutet, bit mit a? = cx) Derfd)n)inbetj unb 
baraud f)at man 

tt = o:" (1 + £) (2) 



b. ^. für grof e SCBert^e üo« a? bcbarf btv ©trt^ öon a?" nur noc^ 
6er SJluItipIitation mit ber üon ber ©nr;eit wenig üerfc^iebenen 3af)l 
1+8 um in ben »aören SBert^ Don u überjuge^en. 

§. 167, 

Sel^rfa^. ®8 giebt ieberjett einen comptejcen SBcrt^, 
tpet^cr, in einer gegebenen ^c^eren (Steigung mit Slner 
Unbefannten on bic @teße ber Unbefannten gefegt, biefer 
©tei^ung ©enüge teiflet. 

SSetreiS. (5ö fei, irie bisber, ber ?fu6brudf gegeben 

ti = a?" + fl.o:«-^ + a.x''-' + . . . + a^. (1) 

©ub|Htuirt man barin für a? bie compfere Sc^U 

X =z r (cos (f + i sin (p) (2) 

fo er^SIt man 



ii = r'*(cosn(p + tsiii wcp) +^1^** *(cosw — 1. 9 + 1 sinn — l .cp) 

+ «af** * (cos w— 2.(p + t sin w— 2.(p) +...+«„ (3) 

unb eS fommt baraiif an, ju betüeifeu, ia^ e8 jeberjeit möglich ifl, 
hierin r unb (p fo ju trabten, baß man erfiält 

u = 0. (4) 

3u bem @nbe betrachte man juerfl ein tüillfi'irlid^ angenommenes 
^aar oon aBert(;en für r unb cp. 3)ie Sinfe^ung biefer SEBert^e 
in (3) liefert einen bejiimmten SBertf; Don w, ber, wenn man ibn 
in ber 3a[;[en'6bene jur Sfnfci^auung bringt, bxixä) einen befKmmten 
^unft C biefer (Sbtm, Sig. 10, repräfentirt wirb. Saßt man bar^ 
auf (p fid^ änberu, wäbrenb einflweilen r noi} unDeränbert bleibt, 
fo wirb aud} ber SBertf; Don u fuccefftDe ein anberer werben unb 
bit 9teif;eforge ber biefen SBertI;cn entfprec^cnben fünfte ber 3at;Ien^ 
ß^znt wirb eine frumme ginie barftellen, weldje, nadjbem cp um 
2jt fidj geäubert ^at unb mit[;iu ber anfängti^e SöertE; Don u 
wieber jum SSorfd^ein gefommen iji, wieber in btn ^unft C jurürf== 
feiert unb bamit fid) in fid^ felbfl abfc^ließt. SBenn man enblic^ 
<iud^ r fid) änbern läßt, fo wirb jebem anberen 9Bert[;e Don r 
eine anbere frumme ßinie C\ C" , iz. ber fo tbtw befc^riebenen 
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Mrt juge^Öreti'), unb 
es entfielt öie Srnge, o6 
unttr üBen biefm frum= 
men Sinitn out^ niinbes 
flenS tint (wie ^itr C) 
Bortommt, redi^t feurig 
bm 9hill)]unrt ^ brr 
®eent gtf}t iinb mi^in 
t>m ^ert^ u = in 
pi^ enthält. Diefe ?fragt 
wirb p^ (ntf(^rib(n, fo= 
balb man bie beiben 
äu^frlleti Sfättf, niimli^ 
füt f(^t fttint unb füt 
fE^r gro^e SSert^e Bon r, 
ine ä"u0e fflpt. 



1) gut r = «butirt fl^ bie ©feii^ung (3) nuf 



mithin btgentrirt in bitftm ^aüt bie in Siebe fle^tnbe frumme Sinie 
jU einem fünfte ber 3a^Im=e6ene, mtl^er B fei. SJarnue folgt, 
bog fttr \ü}V Heine SOert^e Don r bie tiefen 2Bert^en jugf^örigen 
frummen Sinieii i^rer ganjcn gr^reifung naä) firf) in ber Stä^e 
biefee ^unftS B ^altm leerten. 

2) SUr untnbüi^ trai^fenbe Sßert^e Don r ei^dlt man ans bei 
©feii^ung (3), BermiJge beS üorigen SE^rfnfceS, 
u = f'' (cos « ^ + i sin fl qi) 

unb biefer SfuSbruiJ liefert, inbem man <p üon einem befHmmten 
SBert^e auSge^enb um brn SBettag 2n tBat^fen läßt, al6 inge^örige 
tnimme ßinie einen nu8 bem SluHpunfte A ber 3n^(en=@bene, olS 
anittettJunft, mit bem 0a(6meffec AD = r" befi^rieöenen Äreie. 
SDatauS foigt, ba^ füt fe^r grof e SBett^e Bon r bie entfpte^enben 



*) 3n i'S- 10 l^"ti *>'"U ttummm fiinien tn Ginfa^^cit Ktgtn als Sxtift 
oigrgebtn, isae nit^t tii^lig iß. 3)di^ toiTb tit gigur i^nn dtcccf, tcn Xnl |U 
ntfinKrn, fi^on nfliOra, o^tit bdfi T" nil^is W' ^'^ X'"^'^' 91alut birfcr ttutnmcn 
Shitra )ur anr^auung tn bringfn. 

IBitt|lcin-« erim. Slüt^EiiMtit iäi. lU. «bt^. 1. 13 
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trummcn ßinien einem aue bem 9lullpimftc A ber 3ar)Ien=@beiie, 
als 2)litte[punft, befc^riebenen Greife na^e fommen. 

3)a ^ieniad^ für fe[;r Kehie SCBert^e t)on r bie biefen SBert^en 
jufle^örigen frummen ginicn itn 5RulIpimft A ber gbene auf er 
fid^ laffen, bagegen fflr fe^r grofe SBert^e t)on r bie jiigefjörigen 
frummen ßinien btn 5Jluffpunft i4 ber Sbene in ficf) einfti^fiefen, 
fo muf e9 üon ben Surben ber erflen 9frt ju htn (Surfen ber 
jttieiten ?rrt not[;tt3enbig minbeffenö eine UebergangS^^gurüe gebrn^ 
tüelc^e burc^ ben Stuffpunft A felb|} ge^t unb mithin bvx SBert^ 
II = in fu^ tniiy&lt 

^cin erfennt leidjt, ha^ biefer ffiemeiS unabhängig üon ber fBe=? 
frf)ajfen^eit ber Soefjxrienten 0,, öj, 2c. ifl, bie bemnad^ beliebige 
reelle ober complejre 3a^len fein bürfen. 5Jlur ber Satt fl„ = 
mufte auögeft^toffen bleiben, in ttief^em Satte übrigens bie Stetig* 
feit be9 ©afceS auf ber §anb fiegt 

Sf nmerf un g. S)iefer Sunbamentalfafe in ber Srjeorie ber ^ö^eren 
©tei^ungen würbe jum erflen SJlale burcf) ®auf im 3a^re 1799 
(bamalö 22 3a[)r alt) bett)iefen. ©eitbem fmb Derfci^iebene anbere 
unb jum Sf)eit einfaci^ere JBettieife nachgefolgt. 3)en üorfle^enbcn 
S5emei8 ^ai ber 93erf. juerfl gegeben in ©runert'ö Sfrti^iD ber SDla« 
t^emaHf, n.%{)Ä\, 1848. 

§. 168. 

Sel^rfa^. SSBenn a eine SSButiet ber ©leic^ung «^ = 
ift, fo ifl ber Stuöbrudf u bur^ x — o. o^ne Slcfl t^eitbar. 

©emeiS. ®efet man in bem Sfuöbrudfe 

ben SBertf} a a\\ bie ©tette üon x, fo muß nad| ber 83orau6fe|ung 
u in übergeben, ober man erteilt 

= «»» + a,a~-^ + a,a~-"» + . , . + a^. 

35ie ©ubtraction biefer beiben ©leidjungen giebt 

II = ^r** — a** + fl, (^r**-^ — a""^) + a, (oj""* — a**-») + . . . 

unb ta bie Differenzen a?** — a**, a?*^^ — iC"', ic"-* — a'*"^ 2c. 
fämmtlic^ burc^ a? — a oljne Slefl tf;eilbar fmb, fo muß alfo aud^ 
u burc^ 07 — . a of;ne SRefl tf)cilbar fein. 
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®eifpiel. S)er 2fu6brudf 

ti = jr* 4- 2a?« — 23a?' + 12a; + 36 

toxxb ju ?lun, ttcnn man barin o? = 2 fubpituirt, ober eö ifl 2 
eine SBurjel ber (Sleic^ung u = 0. 35tö[jalb mu^ biefer Wuöbrudf 
bun^ a? — 2 ttjeilbar fein nnb man erljält 

^ + »^' - ^^* + 1^^ + 36 _ ^. ^ 4^, _ 15^ _ ,g 

2Jlan fann fogleic^ bemerten, ba^ h)enn man bm f)itv erhaltenen 
Dnotienten gteic^ S^nll fefet, alle SBnrjeln biefer neuen ©leic^ung 
gteic^fallö SBurjeln ber gegebenen ©lei^ung u = fein werben, 
ajieö wirb in bem folgenben ßebrfafee weiter ausgeführt. 

§. 169. 

Sel^rfa^. SDcr SfuSbrudf be6 wten ®rabed 

fann jeberjeit in n iJactoren bed erflen ®rabe6 jerlegt, 
b. i). auf blc Sorm gebraut tt?erben 

u = (x — et) (o? — ß) (^ — y) . . . - 

ffleweiö. Sür bie ©leidiung u == giebt eö nac^ §. 167 jeber^ 
jeit einen SBert^, welcher an bie ©teile t?on x gefegt biefer ©leid^ung 
©enüge leijiet. 3ji a ein folc^er SBert^, fo mu^ nac^ bem üorigen 
Paragraphen u buxi) x — a, t^eilbar fein unb man wirb ^aben 

u ={x — a) u ^ (1) 

wo u btn Cluotienten ber 35it)ifion u bnxi) x — a bejeic^net, alfo 
ein Sfu8brudf beö (n— l)ten ©rabeö ift. 

gür bie ©leic^ung ti' = giebt eö nad^ §. 167 gleid^fattö einen 
äßert^, welcher an bie ©teffe tjon x gefegt biefer ©teid^ung ©enüge 
leiftet. 3jl ß ein fotd^er SBert^, fo mu^ nadi bem vorigen ^ara^^ 
grapl;en wieber u bnxä) o? — ß t^eilbar fein unb man wirb ^aben 

u' =(x — p) u" (2) 

njo u" ben Cluotienten ber 35it)ipon u buxä) o? — ß bebeutet unb 
rin Sfuöbrutf beö (n — 2)ten ©rabeö ifJ. 

13* 



i 
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©benfo tann man fortfahren ju fcfecn, inbcm man rine SBurjct 
ber ®(eiti^ung u' = mit y bejcidinet, 

vi' ={x — v) u" (3) 

iro vi" üom (n — 3)tcn (Srabc fein irirb, n. f. h). 

Sfnö ben ©leic^nngen (1), (2), (3) k. folgt ber ju Demeifenbe ®a^. 

Seifpiet. 3)er «fuSbnitf 

ti = a?* + 2a?' — 23aj' + 12a? + 36 

irirb JU S^uII, tozww man a? = 2 fubflitiiirt. 2flfo fann man fefeen 
f# = (a: — 2) u. 3)er SfuSbrutf 

tl' = J-' 4- 4ar« — 15ar — 18 

wirb ju 9tuII, menn man a? = 3 fubjlituirt. ^flfo fann man fefeen 
u ={x — 3) u. 3)er Sfuöbrudf 

t«" = j?« 4- 7a? + 6 

Wirb ju S^uII, wenn man a? = — 1 annimmt. ?fIfo fann man 
fefcen u = (^ + 1) «' ". Snblid) wirb 

u" == a? -[- 6. 
9Jlan t)at alfo 

ar* + 2a?' — 23a?' + 12a? + 36 

== (^ - 2) (^ - 3) (a? + 1) (a? + 6). 

§. 170. 

S?e]^rfa^. Sebc ©leii^ung bcö wten ©rabcö 

a?** 4- a^x^-' + 0,0?'*-* + . . . + ö„ = 

l^at n SBurjeln. 

S3ewei8. 3la&i bem üorigen ^aragrapfjen fann ber SfuSbrutf, 
welcher bie linfe ©cite biefer ©lei^ung bitbet, jeberjeit in n gac^ 
toren beä erjlen Orabea jerlegt werben, namlic^ 

ar'» -I-. a.x''-' + öja?*»-' -|- . . . = (a? — a) (a? — ß) (a? — y) . . . 

@oII biefer Sfuabrudf ju ?JluII werben, fo fann fofc^eö baburd^, 
unb nur baburc^ gef(^e[;en, ba^ irgenb einer feiner Sactoren be8 
erften ®rabe8 ju 9tuII wirb. SJlan [;at mithin 



mttccfccr X — a = 0, tccraud folgt « = « 

ober * — ß = „ ,, *=p 

ober jr — y = „ „ T = y 

u. f. tc. 

lücld^c Sfufjä^Iung fammttic^c SEBurjeln 5cr gegebenen ©(ei^ung in 
fx6) mtl^alt 

@6 ijl nid^t auSgefc^IofTen, baß unter biefen SBurjelti owd) jwei 
ober mehrere cinanber qUHj fein fönnen. SBlan ifl affgemein gc» 
rnor^nt, folc^e gleichen SBurjeln eben fo oft al9 SBurjeln ju jvi^len, 
h)ie ber entfpret^enbe gactor beö eijlen ©rabeö oor^anben ifl (too:« 
burc^ alfo bie ©rttärung §. 165 eine geringe aJlobiftcation erfS^rt). 
a5ie SEBurjeln werben fämmttic^ einanber glei^ fein, tvtnn bie 
ßoefficienten öi, fl2, k. ibentifc^ mit btn aSinomialsßoefficienten 
ber fiten ^oten| fmb. 

§. 171. 

3ttfflfe- ®ie SBurjetn ber ©lei^ung w = fmb irber^ 
jcit ibentif^ mit beut gntgcgengefefeten ber imciten Xf)tiU 
ber ??actoren be6 ^robuct6 

tt = (a? — a) (a? — ß) (x — y) ... 

2)ie8 folgt unmittelbar au8 bem üorigen JBeweife. 

©0 t)at j. 33. bie ®(ei(^ung 

X* + 2x' — 23x' + 12a: + 36 = 
na^ §. 169 bie SBurjeln + 2, + 3, — 1, — 6. 

®8 fmb ^iernai^ bie ^fufföfung einer ©lei^ung be6 nten ®rabe6 
unb bie 3ertegung eineö 9fu6brutfa beö nttn ©rabeö in feine Sac* 
toren beö erjlen ®rabeö Jeberjeit ibentifc^e Sfufgaben, ober bie Vn^^ 
löfung ber einen biefer beiben Sfufgaben ^at unmittelbar bie ber 
anberen jur Wolge. 

§. 172. 

iBel^rfa^. Sn einet ©leid^ung 
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btxtn fdmmtti^c Soefftricntcn teett ftnb, fönncn imaginäre 
SBiirjetn nur ^aartt^cifc Dorf ommcn, fo 6af , tpenn p +iq 
eine SBurjel fciefer ©leic^ung ijl, axxi) p — iq eine Söurjet 
ierfetben fein n?lrb. 

©eiveia. 3)cr Sfuöbrudf 

nimmt, tüenn man barin x = p -f. i jf fubfHtuirt, natö ben SSots^ 
fc^riflen beö IX. ?fbfd)nitt0 einen SBert^ an, ben man abgefüqt 
bejeictjnen fann burc^ 

u = P + iQ. 

@oII nun ti = werben, fo muß man naä^ §.131, 3) einjeln 
^aben 

F = , = 0. 

?[ber in biefem Salle wirb auc^ P — i Q ju 9luH, nnb biefer 
aSertr; ifl nichts anbereö al8 ba^ 3tcfultat ber ©ubpitution üon 
x=sp — iq in ti. Sflfo wirb gteidijeitig mit p + • 9 ^^^^ P — ^9 
eine SBurjef ber ©fcic^ung ti = fein. 

?f(0 a3eifpie[ tann man bie ©feic^ung 

a?» — 3a? + 52 = 

betrachten, meld)e bie brei SBurjefn 2 + 3f, 2 — 3iunb — 4 ^at. 
Ober eö ijl 

rc' — 3a? + 52 = (j? - 2 — 3 i) (a? — 2 + 3.0 (a? + 4). 

2Jlan \ä)lit^t ans biefem ße^rfafce, ba% unter ber 5Borau9fefeung 
reeller ßoefpcienten, eine ©leii^ung ungeraben ®rabe0 nur eine 
ungerabe Sfnja^t rceffer SBurjefn entt; alten wirb, alfo jum minbeften 
eine. ®ine ©Icid^ung geraben ®rabe6 bagegen fann nur eine gerabe 
Sfnja^I reeller SSJurjetn entsaften, mögfid^er SBeife aber gar feine. 

Sfnmerfung. 3wei imaginäre 3a^fen wiep + i jr unbp — iq, 
todijt fxij nur in ben SSorjeic^en be0 rein imaginären S^eiia unters= 
fc^eiben, werben anä) conjugirte Ballen genannt unb beö^alb 
Reißen bie obigen SBurjeln conjugirte SBurjefn. @ie f)abtn 
bie ©genfdjaft, ba^ i^r ^robuct immer eine pofitiüe reelle 3cil}l ifi, 

(p + iq) (p-iq) = f + q'^ 
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§. 173. 

3itfti^* ®er ?fu6brudf bc6 Titen ©rabcd 

fceffen fämmttlc^c Socfftcicnten rcett jlnb, fann jiebcrjeit in 
reelle <5actoren 6e8 erjlen un6 jn?eiten ®rabed jertegt tperben. 

' 35enn ttenn unter btn n gactoren beö erflen ©rabeö, in ttelti^e 
nad) §. 169 tiefet ?fu8brudf immer jerfegbar x% imaginäre Sactoren 
Dorfommen, fo Wunen tiefe vermöge teS vorigen Paragraphen nur 
in jufammenge^örigen paaren tjon ber Sorm 

i^ — p — iq) (<P—p + iq) 

öor^auben fein. 3)ad ^robuct eineö [tbm fotc^en ^aareS liefert 
aber ben Sfudbrudf beS jmeiten ®rabeö 

X* — 2px + p* + jf» 
»elr^er reell ift. 

@o ifl j. 83. axiB htm vorigen Paragraphen 

a?» — 3a? + 52 = (a?' — 4a? + 13) (a? + 4). 

§. 174. 

Sel^rfa^. ®a6 ^robuct ber n Sactoren 

(a? — a) (a? — ß) (a? — y) (a? — 8) ... 

^at ben SBert^ 

a;*-(a + ß + y + 8 + ,..)a:'»- 

+ (aß + ay + ßy+...)a:'^~' 

— (aßy4-aß8 + ayS + ...)a?'*~' 

+ • . . . +(— IfapyS ... 

SBeweiö. SBenn man ba^ ^robuct burt^ fuccefftue SDluItipti^ 
cation entfielen lä^t, fo fann man ebenfo wie im §. 34 fi^ leidet 
flberjeugen^ baj^ bie Sinjelprobucte, bnxi) bereu @umme ba^ t^oll:: 
{laubige ^probuct bargejiefft ttirb, genau auf biefetbe SBeife fi^ 
(Üben, wie bie SSariationen mit SBieber^oIung au0 2 ©lementen 
jur (SJaffe n. asiefe SSariationeu laffen fxd) aber fürjer I;erfleIIen, 
inbem man bie (Sombinationen mit SBieberboluug an^ beufe(ben 
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gtemcnten ju bcrfelbcn ßlaffc iilbtt imb \tbt bcrfelben fo oft wie 
möglich pcrmutirt. @a ifl babei nur ju itadjUri, ba^ ivenn man 
bicfc Sombinaticncn au8 btn Elementen 1 imb 2 bilbct, unter 1 
jeberjeit a?, unter 2 bagegen fucceffiüe — a, — ß, — y, 2t. üer^ 
flanben werben mu^, je nac^bem man biefeS Sfement au6 einem 
anberen ber gegebenen Sactoren entnimmt. 

ajlan erhält affo folgenbe Sompleponen: 

l ... (n mal) b. i. j?** 

1 ... (n — l)mal unb 2 . • . (l mal), unb permutirt 

1 ... (n — 2) mal unb 2. . . (2 mal), unb permutirt 

b. i. + oj'^-'Cap + ay + ßy 4- . . .) 



2... («mal) b.i. (— l)**aßv8 ... 

!Bie @umme aKer biefer ©lieber liefert bm oben gegebenen 
9fu8brudf. 

Sfnmerfu'ng. 2)iefer®a| ift eine Srmeiterung be8 binomifd^en 
ßel^rfflfeee für abfofute gauje Sjrponenten, §. 34, unb ge^t in biefen 
felbft über, trenn man — a = — . ß = — y 2c. fe^t unb burt^ 
einen einjigen 83ud^ftaben bejei(^net. 

§. 175. 

3ufa^. aSBenn bie gegebene ©leic^ung 

ble SBiirjeln a, p, V/ ö :c. ^at, fo finben itrifi^en biefen 
SBurjeln unb bcn ßoefficienten ber gegebenen ©tei^ung 
bie JBeiie^ungen fiatt: 

fl, = — (a + ß + y + 8 + .,.) 
flj == aß + ay + ßy-f ... 



ön = (-l)'*aßy8... 

Ober in SBortea: 

35er Soefpcient ai ijl gleid^ ber ©umme ber ©ntgegengefefeten 
aller SBurjeln. 
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a5er ßocflicicnt a» iji flfeic^ btx ©umme aller ^robuctc ju je 2 
au8 bcm ©ntgegcitgefc^tcn bcr SBu^eln. 

35er Soefficicnt 03 ift 0^^*^ ^^^ ©ummc aller ^robucte ju je 3 
auö beut ©ntgegengefe^ten ber SBurjeln. U. f. tu., enblid^ : 

35er Soef[icient ö„ iji gWc^ bem ^robucte au8 bem ®ntgegen=^ 
gefegten aller SBurjetn. 

3ur griäuterung fönnen bie obigen Batjfenbeifpiele benti^t merbeu. 

§fnmerfung. 2Jtan fann ^iernad^ anij fagen: SBenn n Uxu 
befannte a, p, y, 8 2c. burd^ bie n ©feic^ungen 

» + P + V+^+"- = — ^1 

«P + ay + Py + --- = «2 



bejHmmt werben, tüo 01 , äj . . . a« gegebene 3flI;Ien bebeuten, fo 
fmb biefe Unbetannten ibentifd) mit ben n SBurjeln ber ©leid^ung 

rr^ + üix""" + Äaa?**"* + . . . -f «; = 0. 

©0 jtnb j. S3. bie beiben Unbetannten a, ß, meldte ben ©leit^nngen 

a -|- ß = — öj 
aß = ö, 

genügen follen, ibentifd^ mit ben SBurjeln ber quabratifcfien ®leicl)ung 

X* + oix -j- öj == 0. 

©benfo fmb bie brei Unbetannten a, ß, y, mef^e ben ©feic^nngen 

a + ß + V = — ö, 

aß -[- «y + Pv = ^a 

aßv = — fls 

genügen [offen, ibentif^ mit btn SBurjeln ber cnbifc^en Oleit^nng 

a?' -|- fljj?' -{- a2X -j- Äs = 0. 
U. f. rt. 

§. 176. 

grHärung. Unter ber Sranöformation einer ®Ici=: 
d^ung üerjlc^t man bie Umlpanbtung bcr gegebenen ©tei^ung 
in eine neue ©(ei^ung, bcren fämmtüc^e Sßurietn ju btn 
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SButietn 5ct gegebenen ®Iei^ung in einer gemeinf^aft^ 
li^en gegebenen SSejie^ung flehen. 

!Diefe aSejie^ung unter ben SBurjetn fann üon fe^r berfr^iebener 
?frt fein. §ier foHen nur bie beifcen Sran6formationen betrachtet 
ttjerben, in benen man ^at 

ttjo y bie neue Unbefannte nnb h eine gegebene 3a^l bebeutet, 
asiefe Sranöformationen bieten üerfc^iebene 6rleid)terungen für bie 
?fufföfung ber ©leid^ungen. 

§. 177. 

Aufgabe. @ine gegebene ©(etc^ung bur^ bie (Subfli:= 
tution x = y -^h ju tranSformiren. 

Sfuflöfung. 3)ie gegebene ©leic^ung fei 

a?" + üix""' -f a^oT-^ + . . . a^ix + ö„ == 0. (l) 

©ubfKtuirt man barin a? = y + * ""^ orbnet ba6 9lefultat nat^ 
ber neuen Unbefannten y, fo erhält man 

x^ = y*» + nkf' + ?i^^ A' y*»"' 

+ . . . nK"-' y + A** 
a, x""-' = a, y^-' + (n - 1) ö. Äy«"' 



n— 1 






+ ... (ii-2)aaA""'y + «a* 



«— t 



• • . • 



ön-l^ = «n-iy + ^n-l* 

!Diefe ©umme fann man abgefürjt fc^reiben 

y" + Ky^' + J.y'^-' + . . . 6n-iy + 6n = (2) 
inbem man fe^t 
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bn^i = n*'-^ + (n-l)a,Ä'»-'+ ... +a_, 
6„ = A** + «i Ä"-^ + a, A'»"' + . . . «n-i A + «n. 

. ©eifpiel. J)ie ©tric^unfl 

a;» + 6a?» — 4a? — 24 = 

fielet bmä) bie ©ubfHtution a? = y — 2 über in bic tranöfortnirte 
©leic^ung 

y' — 16y = 

toel^e bic SBurjetn 4, 0, — 4 f)at Sfffo &at bic gcflcbcnc Olcic^ung 
iic aBuricIu 2, —2, - 6. 

§. 178, 

3tifti^* ®ott bic gegebene ©(clii^ung burii^ Sranös 
fonnattott li^r jtpeited ©lieb Dertteren, fo muf man fe^en 

a? = y — 



n 

3)ic0 folgt au0 bcm üorigcn Paragraphen, trenn man bafclbfl 
Ai = fcfct. 

SBcifpicI f. bcn vorigen ^aragraptjen. 

§. 179. 

Aufgabe* ®ine gegebene ®(ei^ung bur^ bie ©ubfti^ 
lutlon x = hy ju traneformlren. 

Sfuflöfung. 3)ie gegebene ®leid)ung fei 

oT + a, x""-' + fl,a:"-» + . . . «n-i^ + «« = 0. (1) 
<Sefet man barin a?i=Äy, fo folgt 

»••y" + «lA'^-'y""^ + a^lC^-^'y"^' + . . . ö„_,Äy + ö„ = 
unb tüenn man burt^ A"* biüibirt 

y"+ ^y-' + Jy"-' + . . • ^ly + ^: = o. (?) 

85on biefer S^ranSformation fann juweilen ©ebraud) gemalt 
»erben, um anB einer gegebenen ©leic^ung eine anbere ^erjuteiten, 
»ric^e tteinere ßoefficienten beji^tj inSbefonbere alfo in bem Salle, 
n?o bie (Soefftcienten Ot, a^, ic. ganje 3cif)Un fmb mxb man eine 
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Scif)l h üon bcr aSefd^apnl^cit anjugeben ücrmag, ba^ anä) 
^ , |f 2C. ganje 3aHcn mcrben. 

aScifpiel. 3)ie ©Icidjung 

ar» 4- 18a?*'' + 12x — 7280 = 

gcfjt burd^ bic ©ubfKtution ar = 2y über in bie tranSformirte 

©leidbung 

y» -|_ 9y« ^ i8y — 910 = 0. 

3)iefc Ijat bie einjige reeffe Söurjet 7, alfo bie gegebene ©leic^ung 
bie einjige reelle SBurjel 14. 

§. 180, 

3ufa^. SDie tjorige ©ubjiitution tjcrtranbett fl^ in 
a? = -|-, trenn ntan-^ liatt h fefet 

?f(fo tjeritanbelt fid; bie gegebene (SIeidjung 

o:'* + a.x''-' + 0,0?"-^ + . . . a^__,x + fl„ = (1) 

burc^ bie ©ubflitution a? = -|- in bie tran6formirte ©teid^ung 
y'* + a, hf + a. Ä^ /-^ + . . . fl„_, r-^ y + a.r = 0. (2) 

SSon biefer Sranöformation fann ©ebrauc^ gemai^t werben, um 
eine gegebene ®Ieid)iing, meiere a3rüd^e ju Soeffirienten tjat, in eine 
fo((^e JU Deriranbetn, beren Soefficienten ganje 3a[)ten fmb. 35enn 
man iji, menn öj, a^, 2c. a3rüc^e fmb, immer im ©tanbe, bie 
3at)IÄ fo ju mä[;ten, ba^ bie^robucte «lÄ, fljA% 2C. ganje ^a\)\txi 
merben. 

Seifpietl. 3)ie ®Ieid)ung 

g , 25 2 , 769 225 

get)t bur^ bie ©ubjlitution ^ = -|- über in bie tranßformirte 
©leic^ung mit ganjen Soefficienten 

y' + 50y» + 769y — 3600 = 
jreld^e bie SBurjefn 9, 16, 25 [jat ?f[fo Ijat bie gegebene Oleit^ung 

9 25 

bie SBurjeln -4 , 4, -j-. 



\ 
\ 
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iBcifpiel 2. 3)ic ©leidjuug 

x' — 5,75 x^ + 6,785 x — 9,7428 = 

flc^t burc^ bie ©ubfHtution a? ='j|5 über in bic tranöformirte 

@(ei(j^un3 

rr' — 575 x' + 67850 x — 9742800 = 

welche flteiti^faHö nur ganje ßocfftrienten enthält. 

IRufIdfung itv nibtfdjrn (!&lrtd)tin0fn. 

§. 181, 

Aufgabe* @inc gegebene cubifii^e ©tei^img aufjutöfen. 

STuftöfung, 3)ie gegebene ©Uic^ung fei bereits üon itjrem 
^weiten ©Bebe befreit, maS naä) §. 178 immer möglich ifl, unb t;abe 
alfo bie ©ejlatt 

ar' 4- öo? + 6 = 0. (1) 

2Jlan fuc^e vorläufig eine SBurjel biefer ©leit^ung imb nef;me 
<tn, biefe SBurjet fei eine Jircitbeilige 3a^f 

^ = P + ?• (2) 

35ann wirb 

^' = P' + 3p'j + 3pq' + 9' 

= 3p?(p + Sr) +p' + 9' 

unb wenn man hierin f ür p + ? feinen SBertf; nuS (2) fefet 

x^ = 3p^a? + p' + ^* 
ober 

x^ — Zpqx — (p' + j^) = (3) 

iDeld^e ©feidjung bemnac^, vermöge il;rer ®ntflel;ung, bic Söurjef 

^ = P + ? 6^Pfct. 

©off nun bie ©feit^ung (1) mit (3) ibcntifrfi fein, fo mu^ man 
i^aben 

— 3pq = a 
^Ifo audb 

P' + 9' = — * 
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2Jlitf)in fönneu, md) §. 175 STnmcrt., bie SBcrt^c p* unb y* wie 
Me aButjetn rincr quabratifc^cn ^ülföfllcit^nng 



*' + *«-(t)'=0 (6) 



angefefjcn werben, ito z eine neue Unbetannte bejeid^net. a5ie Sfufs? 
löfung biefer quabratifc^en ^ülfögfeid^ung giebt 

b 



z = 



- - T ± f (0' + (7)" P) 

unb menn man btn einen in biefem Sfnöbrutfe enthaltenen SBert^ 
alö ibentifc^ mit p' unb ben anbeten als ibentifc^ mit q* nimmt, 
fo wirb 



Wolfllic^ erhält man enblid^ 

•=f-T+)/(ij+a)" 



(8) 



alö Sfuöbrutf für bie gefuti^te SButiel ber gegebenen cubifd^en 
©lek^ung. 

ffieifpiel. Sjl bie ©leic^ung gegeben 

a.8 — 6a? — 9 = 

fo erhält man nad) ber formet (9), inbem man barin a = — 6 
unb 6 = — 9 einfefet, unmittelbar 



=i^T+ i^r= 2 + 1 = 3 

welches eine SBurjel ber gegebenen ©feic^ung iji. 

Sfnmerfung. 3)er ^ier entwitfelte SfuSbrutf (9), wetr^er bie 
allgemeine Sfuflöfung aller mbifd^en ®Iei(^ungen liefert, ift unter 
bem Flamen ber ßarbanifd^en ?5ormel befannt, nac^ bem it<us 



i 
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lienif^en SRat^cmatifer ßarbano, ttcld^er jte in feiner SftgÄra 
1545 juerfl befannt machte. !Ber ©rfinber biefer Sormel war jebo^ 
nic^t Sarbano, fonbcrn, »ie biefer felbji erjä^ft, ber SWat^ematifer 
©cipio gerreo ju Sologna, ber pe feinen ©Rufern mitt^eiße 
unb Don tüelc^en (enteren jte an Sarbnno gelangte. 

§. 182. 

3ttftt^* ®ie (Sarbanif^c ^otmtl enthält foglcii^ äffe 
btei SBBuririn ber gegebenen ©teic^ung In jld^, mnn man 
ble SWe^rbcutigfcit ber (Subif murietn aud conH)te]cen äa^Ien 
beachtet 

3)enn nac^ §. 143 f)at jebe Subiftünrjel auS einer complepen 3a^I 
brei SBert^e, unb man fann (f. bafelbfJ ?fnmerf. 1), ivenn- einer 
berfefben befannt iji, bie beiben anberen pnben, inbem man jenen 
mit w unb u* multipticirt, wo unter w ber SBert^ ju üerfte^en ijl: 

2ä , . . 2ä 1,1. -ly— - 

(I) = cos -j- + f sm -j- = — y -{- Y t yd. 
Syiun fei p einer ber brei SBcrt^e tjon 

f-i + V (!)■ + (t)" ' 

!I)ann jlnb bie beiben anberen 3Bertt;e biefer ßubifwurjel p w unb' 
©benfo fei q einer ber brei SBert^e üon 

35ann jtnb bie beiben anberen SBect^e biefer ßubifiüurjel jfw unb 

SJlan muf alfo, um irgenb einen SBert^ tjon x ju pnben, ju 
irgenb einem ber brei SBertt;e p, pw, pw* irgenb einen ber brei 
SBert^e q, qn), qa)^ abbiren. Sfber man barf nit^t beliebige biefer 
SBertfje abbiren, S)enn nai) (4) beö Dorigen Paragraphen jtnb 
biefe SBert^e überbieö an bie SSebingung gebunben 

a 

unb man barf mithin nur fol^e äBert^e in eine @umme oereimgr 



I 
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iercn ^robuct ibcntiftb baöfelbe iji. ©inb atfo p unb q irgcnb 
jttei biefer SBcrt^e, rtcl^e bcr fo eben angejeigten Sebingimgas 
flteic^ung ©eniige [elften, fo barf man nur fotgenbe ©ummen bilbm 

1) jr =p -J- ij 

2) X = pw + 9(0* 

3) j? = po)' -f- yo) 

ttjeil pjf = pw.yü)* = po)*,yw ijl, iregen w' = 1. 

©efet man in ben beiben testen SfuSbrflcfen üon a? für w feinen 
obigen SBert^, fo erl;ält man fofgenbe Sfnöbrütfe für bie jiDeite 
unb bie britte SBurjet ber gegebenen cubifc^en ©leic^ung 

2) - = P(-| + 4^K3)+, (-1-4-^1/3-) 

_ P+9 , P -7 



2 



+ '-^iVJ 



JBeifpiel. 3)ie ©fei^ung beS üorigen Paragraphen 

jr* — 6ar — 9 = 

gicbtp = 2, 9 = 1, alfo werben bie brei Söurjeln berfetben fein 

1) ar = 3 

2) ^ = - I + i- ,• }/3" 

3) :r = -- 1 - i. ,• K3: 

STnmertung. 3)ie obigen SfuSbrücfe für bie jtreite unb bie 
britte Söurjet ber gegebenen cubifd^en ©leic^ung fann man aut^ 
naä) §. 168 finben. ®enn ba x = p -{- q im vorigen Paragraphen 
eine SBurjel ber ®Ieicf|ung 

ar' — 3pqx — (p» + jf«) =0 

i% fo mu^ x^ — 3pqx — (p' + ^f') burd) ^^ —- (p + q) o^ne 
Sfleft t§ei[bar fein, ©efet man ben Quotienten biefer ®iüifton gleich 
SluII, fo f;at man bie quabratifd^e ©feic^ung 

^' + (p + 9)^ + p' — P9 + 9* = 
ieren Sfuftöfung bie beiben anberen SBurjetn liefert. 
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§. 183. 

^(ttfgaBe. ?fu6 einet gegebenen cubif^en ®(et^ung 

unter ber SSorauöfefeung, 5af 5ie gpefflcienten a unb b btx^ 
fetben reell ftnb, bie Sflatur ber SBurjeln btefer Oteiii^ung 
}u erfennen. 

Sfuflöfung. 3)a bie SBurjeln biefer ©lei^ung bnxä) ben 
?fuöbrudf 



+ f - ^ - f (4)' + (t)' 

flegeben tterben, beffen beibcn Stjeile oben mit p unb j bejeid^net 
werben finb, fo tommt e8, um bie Srtatur biefer SBurjeln ju erfen- 
nen, [;auptfä(i^lid^ auf bie 83efd^a|fen^eit ber @umme an 

unb man I;at demgemäß 5ret Sälle 511 unterf^eiben. 
erper Sali, m fei 

(jy+(jy>o- 

CDiefer SaH tritt ni^t nur ein, menn a pofitit) ijl, fonbern auc^ 
n)enn a negatiü unb jugleicfi ber Sc^^jltüttti) üon f^ I ffeiner afö 

berjenige üon ( -^ ) ^P« 

.3n biefera gaffe ijl a? immer gleich ber ©umrne jireier Subit 
lourjeln au8 reellen 3öMen. 85erjiet;t man nun unter p unb q 
bie reeffen SBertlje biefer Subiftuurjefn, fo wirb bie erfte SBurjet ber 
gegebenen ®Iei(i^ung ober 

rceff, unb bie beiben anberep SBurjeln, meiere man in bm Sfuö- 
bnidf jufammenfaffen fann 



X 



— P + 9 _L_P — 9 



+ 'L_2iy-j 



2-^2 



iBittflfiu^e (5tcm. SWat^cmotir IH. 83b. 1. Sfbt^. 14r 



210 ^nattilt«. 

merbeu imaginär j b. fj. bie gegebene ©Icid^ung f}at in biefem gaße 
immer eine reelle unb jwei imaginäre SEBurjeln. 

9lebenf)er fann man bemerten, ba^ baQ 5ßorjeid)en ber einen reellen 
SBurjel immer baa entgegengefe^te beö Soefprienten b fein wirb, 

3tt}eiter 'Sali @8 fei 

.I)iefer Sali tritt ein, wenn a negatiD nnb ber Ba^Itoertl^ ton 
( "ä" ) 9^^'^ bemjenigen Don ( y } ip. 

3n biefem ?5alle ifi x gleich ber (Summe jiüeier Subiftturjeln 
au8 reellen 3a^ten, mit bem befonberen 3nfafee, ba^ biefe 3a^Ien 

gleich gro^ ftnb, nämli^ jebe = -- —. S5erftef)t man alfo unter 

p unb q bie reellen SBertfje biefer Subifmurjeln, fo ^at man p = ?> 
bie erfte SEBurjet ber gegebenen (Sleid^ung mirb 

a? = 2p 

unb jebe ber beiben anbern SBurjeln irirb 

X = — p 

b. \), bie gegebene ©teic^ung t;at in biefem ®alle brei reelle SEBurjern^, 
unter benen jmei einanber gleid^ jinb. 

Dritter Sali. g8 fei 

G)' + (t)" <« 

35iefer SaH tritt, ein, trenn a negatiü unb ber 3af;ttt3ert^ üoii 
(y) 9^^^^^ ^^^ berjenige Don ( y) ip. 

3n biefem Saite ip a? gtei^ ber (Summe jireier Subifmurjelu auö 
conjugirten imaginären 3af;ten. Df;ne in bie SfuSjie^ung biefer 
Subiftrurjeln felbp eiujugetjen, fann man fc^on au8 §. 143 fd^Iief en^ 
bci^ bie ßubiftrurjetn au8 conjugirten 3al)leu gfeid^faHö wieber con- 
jugirte 3a^fen fein werben, ^mn bemnad) p Don ber Sorm 
p = ci + * ß ip/ fo ttiu^ 5 = a — iß feinj bie erpe Söurjel ber 
gegebenen ®tei(^ung wirb alfo 

ar = 2 a 
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Mtib bie beiden anbeten SBurjeln tüerben 

ar = — aq= ß KIT 

b. ^. bie gegebene ©leit^ung f)at in biefeni ^aUt brei ungleiche 
reeKe SBurjeln. 

ffieifpiele. 

l)a?^ — 6a: — 9 = 

M bie brei SBursefn 3, - A + i-j^y, _|._i.,-^/T 

(pe^e btn vorigen Paragraphen). 

2) ar» — 12 ar - 16 = 
f)at bie brei SBurjeln 4 , —2, — 2. 

3) o:' — 6 a? — 4 = 
^at bie brei SBurjeln —2,1+ VT = 2,732. . ^ l—y3 = 
— 0,732.. (fie^e bie Sletiinung im folgenben ^aragrapl;en). 

Sfnmerfung. 3)er britte ^ier erläuterte SfaU I;at bie bemer- 
fenSmert^e ©gent^ümlid^feit, ba^ bie {fte^nung ben J)urc^gang 
burti^ eine (Subiftt3urjel:=2fuajie^ung au8 imaginären 3aI;Ien 
nehmen muß, um bennoc^ f^Iießlid^ bei brei reellen SBurjeln ber 
gegebenen ©feid^ung anjulangen. 3)en SJtat^ematifeni jur 3eit 
beS ßarbano entging biefe ®igent^ümli(i|feit nic^t, fte befaßen aber 
nid^t bie SOlittel, um bie gebatikte Subifwurjel burc^ eine birecte 
Sletiinung ju finben, meil i^nen bie trigonometrifd^e ®orm ber com- 
pleren 3c(f)Un unb bamit bie ^ütfSmittel beS §. 143 fehlten, nnb 
jte nannten beö^alb biefen Satt btn Casus irreducibilis, meiere S3e* 
nennung jtc^ bis ^eute erhalten ^at. 

J)er folgenbe ^aragrapi^ giebt eine tjollpänbige 3ufammenpeU 
hing ber in bem Obigen bereits begrünbeten Sled^nung, meiere 
nöt^ig ift, um btn Casus irreducibilis unter 3ujiel;ung ber trigono^^ 
metrifti^en Sorm ber compiejren Baffen aufjulöfen. 

§. 184. 

Aufgabe. @ine gegebene cubifc^c ©teic^ung mit reetten 
Soeffiuenten, lueli^e brei tmgteid^ie reelle SButjetn Beji^t, 
bnxi) ginfü^rung ber trigonometrifd^en ^oxm ber com^! 
:pleyen ^a^tn aufjulöfen. 

14* 
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Sfuflöfung. Um bic cintrcteiiben gäffe beutlid^er unterfd^eibm 
ju f önncn, follen ^ier unter bcn JBut^flabe n a unb 6 nur bie 3 a ^ 1= 
iüert^e ber goefficicntcn tjerflanben mcrben, bcnen alfo bic SSor:^ 
jeic^cn noc^ auSbrüdftic^ üorgefcfet mcrben muffen. 2Jtan f)at aU^ 
bann bie folgenben beiben Scille ju unterfc^eiben 

a?^ — aa? — 6 Ä 

tt)o unter ben goeffirienten bie SSebingung pattpnbet 

G)-<(t)' 

1) S8 fei bie @Ieid)ung gegeben 

x^ — cur — i = 0. 
3)ie (Sarbanif^e Sormel liefert 



'=fi+ my - CO 



+fi- V(iy - CO' 



= n + •■ f CO" - (0 



+ »'^T - ' fdy - m- 




unb menn man einen SBinfel cp einfüf;rt, fo ba^ man ^at 

, CO" 

cos 9' = ^=^ 
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alfo 

b 

V(jy 

fo fofflt 

« = |/ -=- K cos <f -\- i sin <f -{" y Y V cos <p — t sin <p. 

I)ie Sfuejie^img fcer ßubifwurjfdi gtebt tiot^ §. 143 

l/" <» /^ <p + 2Are , .. u) + 2A re'\ 
* == K T- V*"" 3 1-'^'" 3 J 

1 l/"«^ /^ «> + 2A3i; . , <p + 2Are"\ 
b. i. 

welcher 9fu65rurf bie brei gefud^ten SButjefn liefert, hjcnn man für 
h fucceffio bie SBertI;e 0, 1, 2 einfe^t. 

2Jlan ^rtt affo für ä = bie erfh SBtirjel 

x = 2j/I. cos-J (2) 

unb für Ä = 1 unb ä = 2 bie bciben anbere» SBurjefn 

x = 2|/i;. cos tJl^ = _ 2 |/^|. cos^ 

x = 2j/|. cosi + i? 2J^|. cos"4-* 

welche mau jufamnienfaffcn tann in ben 2fu6brutf 

^ = -2 |/"|. 008^. (3) 

a^ie ©leid^unflcn (I), (2) unb (3) enthalten btmmä) bie t)off=^ 
flänbige SfufJöfung. 

2) ©9 fei bie Olcid^ung gegeben 

ar* — aar -j- 6 == 0. 
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fSfür bicfctt gall fann man fogleic^ au§ §. 175 fc^Iie^cn, baj^ bit 
brci SButjcIn baQ ©ntgegengefcfete bcr tjor^crgc^enbcn fein muffen. 
SJlan fjat alfo, lüä^renb ber Söinfel <p trieber auö (1) ftd^ befHmmt, 
folgenbe Sfuöbrüdfe für bie brei Söurjefn 



unb 



^ = -2|/"|. cosf (4) 

x = 2]f'^. cos^. (5) 



§8eif|)iet 1. Um bie brei SBurjefn ber ©leic^ung 

a?» — 6a?— 4 = 

ju finben, ^ai man nac^ ben ©leic^ungen (1), (2) unb (3) ju 
rechnen. SDlan fe^t alfo 

cos (p = 1/ JL 

b. i. (p = 45** unb erijäft fobann 

x = 2 VY. cos 15^ = 1 + K 3" = 2,732. . 
a? = — 2K2". cos 45" = — 2 
x = — 2 VT. cos 75' = 1 - KT = - 0,732. . 
^Beifpief 2. Um bie brei SBurjetn ber ©teit^ung 

a?'— 18ar+12 = 0. 

gu finben, ^at man na^ ben ®[ei(i)ungen (l), (4) unb (5) ju 
redjnen. 9}lan fe^t 

cos (p = |/ i. 

log cos (p = 9,61092 
nlfo (f = 65' 54' 19" \xxib erhält fobann 

^ = — 2K"6". cos2r58' 6" = — 4,5433 
x= 2 K 6". cos 38' 1' 54" = 3,8588 
x= 2K6". cos 81' 58' 6"= 0,6845. 

(g8 ifl jtretfmäßig unb für bie tiefere ginftc^t in bie (Sail^c 
förberli^, xotm man bie 3a^Ienbeifpiefe mit ben entfpreti^enben 
eonjhructionen in ber gbene ber complepen 3a^ten begleitet. 50lon 
üergf. ©nmert'a Sfrc^iü ber SOtat^emattf, 7. S^eir, ®. 402. 
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§. 185- 

Aufgabe. @ine gegebene cubifc^e ©tetd^ung mtt reetten 
ßoefflcienten, weti^e nur eine reette SBurjet bejl^t, buri^ 
©nfü^rung t)on ^ütfdwlnfetn aufjutöfen. 

Dber: 2)ie Sarbanifc^e Sormel bnxä) ©infü^rung bon §ülfö^ 
tt)inWn jur togaritt;mifc^en Sletiinung bequem jii mad^en. (SJlan 
tjergleic^e bie ä^nlid^e Sfufgabe für quabratifd^e ©feiti^imgen, Srü 
flonometrie §. 86). 

?fuflöfung. Um bie möglichen Sälle beutlid^er ju unterfc^eiben, 
follen (gleichwie im üorigen Paragraphen) unter bm aSuc^flaben 
a nnb b mieberum nur bie Ba^Itrert^e ber Soeffxrienten Der:= 
fJanben merben, benen alfo bie 85orjei(^en nod^ auöbrücffid^ üor- 
gefefet »erben miijfen. 2Jlan l^at affo bie bier ?5ätte ju unterf^eiben 

ar* -|- aa? — 6 = 
j?^ -{- aa? -j- i = 
x^ — ax — 4 = 
a?^ — aa? -j- 6 = 

WO in bzw beiben legten ?5ällen bie SSebingung flattfxnben mu^ 

(0">(0' 

1) 6ö fei bie ©teic^ung gegeben 

x^ -[- ax — 6 = 0. 
2)ie ßarbanif^e ?5ormeI liefert 



= n + f (i)" + (I)' 



+ f T - rCl)- + (0 
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imb irmn man rinen ^ütfSwinW cp einführt, fo baf man f)at 
b. i. 

b 

fo folgt 

T (1 + Kl + tang cpO + F y (1 - Kl + taug <pO 



_ ly ^ i + coTy _ i7X~L 

~ r 2* co8<p r 2' 



— cos <p 
cos <p 



— cos <p 



3ie6t man auö (1) ben SBcrt^ oon y , nämlit^ 

uub fe^t bicfen in bcn üorfle^cnbcn 9fu§brutf, fo cri;äft man meiter 

l/^ iy~t + cos <p 1 /" 1/1 — cos 

r 3 r sin <p r 3 r sin <f 

Um nod^ bicfen 9fn6brurf jii ticreinfadjen, füt;re man einen neuen 
§ütföiüinM if) ein, fo ba^ man ^at 

lang if) = y lang -|- . (2) 

Sflebann irirb 

X = 1/^ii.. cot i|) — l/^A. tang ij> 

b. i. 

a; = 2|/^i_. cot2x|) (3) 
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tüclc^eö bic reelle SEBurjet ip. I)ie beiben imaginären SBnrjern 
werben 

x = ^ 1/4. cet24)±iJ^. (4) 

r 3 Sin ^ «(> 

2) 66 fei bie ©teic^ung gegeben 

ap' + «^ + * = 0. 

5Rac^ §. 175 merben in biefem Saffe bie brci 2B»r|efn ba^ ®nt^ 
gegengefefete ber tjor^erge^enbcn. SJlan ^at alfo, trä^renb bie §ütfe^ 
winfet (p unb y^ wie Dor^in bleiben, folgenbe Sfnöbrürfe für bie 
brei SBnrjetn 

cö = — 2j/^. cöl2i^ (5) 

unb X =. 1/1. col 2i!) + t }CL. (6) 

F^ 3 sin 2i(> 

3) ee fei bie @tei(j^nng gegeben 

a?® — ax — b = 0. 

X)ie ßarbanifc^e Sormel liefert 



"fi+ H^y - (r) 



+ H- f (!)■ - (i)' 




unb wenn mnn einen .^tttfawinfel (p einfüfitt, fo ba^ man f)at 

a)' 



sin (f = 
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nlfc 

VW 

sin «p = \-^ (7) 

2 

fo folgt 



X 



= f 4- (l + KH^^ÜiT?) + fl (i _ Kl-8in<p0 

= K T (1 + «"8 «P) + F T (* ~ *"' f^' 
3ie^t man au8 (7) btn aBtrt^ öon -5- , nämli^ 



>_Rt)' 

2 sin (p 

imb fe^t biefeu in beii borpc^cnbcn Sfuöbnicf, fo erhält man weiter 

X = 1/^ Z l^£T^£i9 _[- l/"^ -^ 1 — CQg <p 

r 3 r sin <p r 3 r sin q> 

Ura noc^ biefen 9fu6brnrf ju üereinfatiien, fttt;re man einen neuen 
^iUfeminM i|> ein, fo ba^ man Ijat 

tang Tl> = |/"tang |-. (8) 

?nöbann trirb 



3 

b. i. 



2 



/i 



T (9) 

X = — : 

sin 2t[» 

h)elc^e8 bie reelle SBurjet ifl. 2)ie beiben imaginären SBurjeln 
werben __ 

r T , ,/._ (10) 

ar = — .__ 4- iKa . cot 2if). ^ ^ 

sin2i|> -*~ ^ 
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4) ®8 fei 5ic (Steid^ung gegeben 

ar* — aar + 6 = 0. 

9lac^ §. 175 lüerben in biefem Salle bie brei SBnrjetn bad ©nt- 
gegengefefete ber uorl^erge^enben. SJlan f)at alfo, mä^renb bie §ttlf8^ 
winfel (p unb ^ mie üorl^in bleiben, folgenbe ?ru6brücfe für bie 
ferei SEBurjeln _ 

^^^ ^ = iS2^ ±'^''' <^ot 2il>. (12) 

aSeifpieL Um bie brei SBurgeln ber ©leid^ung 

x"" + 18ar 4- 12 =: 

ju jtnben, bat man nac^ ben ©feit^ungen (I), (2), (5) unb (6) 
ju rechnen. SOtan fefet affo 

lang (f = K^6 

log lang cp = 0,38908 

d.i. (p = 67' 47' 33", n)orau8-|-= 33' 53' 47", unb mithin 
weiter 

log lang -|- = 9,82729 

log lang i|> = 9,94243 
i). i. i|> = 41' 12' 48",5 , 2 t}) = 82' 25' 37", unb enbUc^ 

;P = — 0,6514 
unb X = 0,3257 + i . 4,2799. 

^uflofung itx biqualrratifd^en (Sleid|ungen. 

§. 186. 

Aufgabe. @tnc gegebene biquabratifij^c ©teic^ung auf::: 
jutöfen. 

?fuflöfung. 35ie gegebene ©teic^ung fei bereite üon itjrem • 
jweiten ®fiebe befreit, waö nati^ §. 178 immer mögtic^ ip, unb l^abe 

^Ifo bie ©epalt 

a?* + aar* + 6a; + c = 0. (1) 
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Tlan fuc^c üortäujifl eine SEBurjel tiefer ©teid^iing unb ne^mt 
an, biefe SButjel fei eine breit^eilige 3ci^l 

^ = P + 9 + ^- (2) 

5)ann tmrb, infcem tnoin quabrirt 

rr" «= p' + 9* + r> + 2py + 2pr + 2qr 
^' - (f + 9' + r^) = 2 (py + pr + ,f) 
unb inbem man nodjmalö quabrirt 

^* - 2(p^ + ?' + 0*' + 0>' + 9' + r7 

= 4 (p-?' + pV' + 9 V«) + 8(p»yr + p9V + p,r«) 

unb wenn man l^ierin p^qr +P?''' +P9''' =P9'' (P +?+«") 

ssz pqr X fefet unb barauf orbnet, fo folgt 

a:' _ 2(p^+}* + 0^» - Spqrx + (p» + ,« + r^ 

-4(p«j'+pV« + ,V«) = (3) 

lüftete ©leir^ung bemnai^, vermöge i^rer ©ntpe^ung, bie SBurjel 
a? = p + 9 -j- r befi^t. 

©off nun bie ®Iei(^ung (1) mit (3) ibentif^ fein, fo muß man 
Ijaitn 

-2(p' + q' + r') = a 

— 8pqr = b } (4) 

{p' + f + ry - 4 (p^9^ +pV^ + ,V^) = c 
atfo au(^ 

;,»,>+pV' + 5V==!?l^ ) (5) 



16 
?-?■'•■ = 64 



.2 «2 ^2 *' 



gjlit^in fönnen, nac^ §• 175 Sfnmerf., bie Söert^e p\ 9' \mb r» 
tüie bie SEBurjeln einer cubifc^en ^ülfagleirfjung 

8 I ^ 2 I fl* 4c 6* ^ /^v 

^' + 2"^' + -16-^ - 64 = W 

angefefjen werben, tüo z eine neue Unbefannte bejeiti^net^ @inb 
a(fo », z f ä" bie brei SBurjefn biefer cubif^en ^ülfSgleie^ung, fo 
fann man, fobalb biefelben gefunben ftnb, fefeen 

f = VT, q = V7 , r - VT. (7) 
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9ttfo erhält man mbtii^ 

x = VI+V7 + VT (8) 

afls ?fu8t)rucf für bxt flcfut^te SBurjel ber gegebenen biquabratifc^en 
®Ieic^ung. 

S3eifpiet. 3fl bie ©leic^ung gegeben 

a?* — 25ä?' + 60a: — 36 = 

fo erhält man au8 (6) bie cubifc^e ^ütfögreic^ung 

3 , 25 » , 769 225 ^ 

9 25 

itxm brei SBurjeln nac^ §. 180, »eifpiel 1, fmb 4- , 4 , -j-. Sttfo 

eine SSurjel ber gegebenen ©leid^ung, f. b. fofgenben Paragraphen. 

§. 187. 

3ufa|- ®ie tjorjle^enbe Sfuftöfung liefert fogtei^ alle 
ticr SBurjetn ber gegebenen ©tei^fung, fobatb man bie 
boppetten SSorjeic^en ber Cluabratourjetn beamtet, 

2)enn in ber nötf;igen Sfllgemeinl;eit t;at man ftatt (7) beö üori= 
gen Paragraphen ju fe|en 

fofglic^ flatt (8) beö üorigen Paragraphen 

§ierin ip bie Sfuöma^l unter bm boppelten SBorjei^en fo ju 
trefen, ba^ ber S3ebingung au8 (4) beö vorigen ^aragrapben, ba^ 
baQ ^robuct pqr baB entgegengefe|te SBorjeidjen Don b f;aben muß, 
©enüge gefcfeiefjt. 2Jlan f)at affo bie bier SBurjetn 

menn b pofitit) ifl: menn b negatiD ift: 

^ == - |/r- Y7 ^Y7' a? = - KF— 1/7 + j/?". 
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ajlflu fanu aber auä) bie üicr SEBitrjcln 5er gegebenen ©leic^ung 
finben, fobalb nur eine einjige SBurjel, z, btx cubifd^en ^ülfö^ 
gleic^ung befannt ifl. S)enn au8 (5) be6 Dorigen Paragraphen folgt 

unb au6 (4) be6 Dorigen Paragraphen 
folfllic^ ifl 

unb enblic^ 

X = p -[- 5 H"- r 

©efet man hierin p = ib V^/ fo f^nn man bie gefachten Dier 
SBurjeln in bie folgenben beiben Sfuabrüdfe jufammenfaffen 

unb a; = - KT ± y - « - Y + —= 

Seif^jief. J)ie ©leic^ung beS tjorigen Paragraphen 

a;* — 25a;' + 60ar — 36 = 
giebt natf; ber erfleu 2Jtet^obe bie oicr SÖJurjeln 



X 


= + 


3 
2 




2 


5 
2 




1 


X 


= + 


3 
2 




2 + 


5 
2 




2 


X 




3 
2 


+ 


2 + 


5 
2 


s — 


3 



3 o 5 - 

9 

unb nac^ ber jmeiten 2Jiet^obe, ido nur bie SBurjet » = -^ ttr 
cubif^en .^ülf6glei^ung benufet mirb 
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1 ober 2 



3 ober — 6. 

§fnmerfuug. 2)ie Sfuflöfuug ber biquabratifc^en ©teid^ungeu 
bur(^ 3urütffü^run9 berfelbeu auf cubift^e ©teic^ungen würbe 
juerfi t)on bm itaüenifc^en SJtat^ematiferu gerrari xmb 58 om^ 
belli gefunben. 35ie üorflebenbe SJtet^obe fjat ©iiler gegeben. 



:?lufl0fun0 in mtmenfdjrn i)oi}eren (Sleid|ungrn. 

§. 188. 

@rf(ärung. Unter numerifd^en ©teid^ungen tjer^: 
fle^t man ^oli)t ®tei(]^ungen, btxtn Soefflcienten rectte, 
mit 3iff^tn gefd^riebenc 3a^ten flnb. 

35ie Sfufföfung ber ^ö^ereii ©fei^ungen in allgemeinen a3u(!^:= 
paben=Sfu6brüdfen ip über btn vierten ®rab Ijinaua nic^t mögli^, 
unb felbp filr ©teid^ungen bea britten unb vierten ©rabeö tann, 
irie fid) in btn vorigen Paragraphen gejeigt \)atf bie §fuf[öfung in 
S3u(i^ftabens=2fu6brüdfen eine fo umpänblic^e merben, ba^ eö oft 
wünft^enSmertf; ip, einfad^ere SJletfioben ju befifeen. (Solche eins= 
fairere 2Jlet^oben laj^en fic^ aber angeben, tvznn man fid) tebiglid; 
auf numerif(j^e ©teic^ungen beft^ränft, unb eö foll babon ^ier noc^ 
foüiel mitget^eitt merben, mie für bie gemö^nlic^en 58ebürfniffe ber 
^rap6 ausreißt. 

3unäc^p unb fjauptfäc^Iic^ mirb ea [jier nur um bie Sfuffuc^ung 
ber reeUen SBurjetn fid^ ^anbeln. 

§. 189. 

ßel^rfa^. @inc ©tei^ung, beten fämmttt^e ßoefflcienten 
gctnjc 3ci^ten jinb, fann nii^t einen rationalen SSrud^ jur 
SCBurjet ^aben. 

S3en)eia. ga fei 
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bit gegebene ©leic^uug, beren fämmtlidie (Soeffirienten 01, a«, «a, 
. . . «n ganje 3fl^Ien jtnb. 

SBoffte man nun annehmen, ea \ti x =^ eine SBurjel biefer 

®(eic^ung, wo p xinb q al6 refatiüe ^rimja^fen tJorauSgefe^t werben, 
fo tüttrbe bie ginfefeung in bie üorige ©teic^ung geben 

^ + öl Jim + öa ^ + . . . + ö« = 

folglich au(^ 

»** 

— = — aip -- «2? ? — ...— ö«? 

tüelt^e ©leic^ung einen SBibeifpruc^ enthält, ba ein eigenttid^er SSrud^ 
niemals einer ganjen 3aI;I gfeicb fein fann. 

Sfnmerfung. 2)nrd) bie Transformation be6 §.180 ip man 
jeberjeit im ©tanbe, eine ©feit^ung mit gebrod;enen Socfficicnten 
in eine fold^e mit ganjen Soeffirienten ju tjerwanbeln. §fu8 biefem 
©rnnbe unb mit 9tü(fftc^t auf btn borfte^enbep Sebrfafe brandet in 
ben folgenben @äfeen üon ber Sfuffu^ung fofier SBurjetn, tpele^e 
rationale SSrüd^e finb, nid^t auöbrüdffi^ bie Stebe ju fein. 

§. 190. 

ßel^rfa^. SB^nn in htm gegebenen Sfu6bvurfc 

bcjfen fÄntmtüc^e (Socfflrienten reett fmb, bit (Subflitution 
irgenb jiDcier reellen SBert^e t?on x Slefuftate Don ungteid^en 
SSorjei^en giebt, fo ijl jirifdben biefen beiben SBert^cn eine 
tmgerabe Sfnja^t SSBurjetn ber ©lei^tmg u = 0^ atfo 
minbeftenS eine enthalten. 

SGBcnn aber bie gebadete ©ubflitiition 9lefultatc Don 
gleiten SSorjei^en liefert, fo fann jtüifc^en ben Beiben 
SBert^en t>on x nur eine gerabc Slnja^l SBurjeln ber 
®U\ä)unQ u = 0^ mögttd^et SBeife aber gar feine cnt=: 
Italien frin. 

93emei8. 3)er gegebene SfuSbrudf für u fann na^ §. Iß9 jeber- 
t auc^ unter ber fjorm bargefleHt merben 

u ={x — a) (x — ß) (« — y) ... 
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tüo a, ß, y, K. bie SBurjefu ber (Steigung ti = flnb. 3n 
iicfer gorm fö^t berfelbe fofgenbe" ©(^füffe ju: 

1) es feie.tt fämmtlid^e aCBurjern ber ©feit^ung ti = reett unb 
ungteit^, unb überbiee nad^ i[;rer ®rö^e georbnet, fo ba^ man ^at 

« > ß > r > «• 

©ubfHtuirt man für x einen SEBert^, ber größer al9 a ijl, [o 
tperben fämmtfit^e gactoren a? — a, a? — ß, j? — y ac. jjofttiö, 
plßliij mirb ii pofttiü. 

©ubfHtuirt man fttr a? einen SEBertf;, ber ffeiner ala a unb größer 
•nie ß ifi, fo mtrb a? — a negatiü, bagegeu a? — ß, a? — y it. po^tit), 
folglich u negatit). 

©ubfHtuirt man für a? einen SBert^, ber Heiner al9 ß unb größer 
«als y ifl, fo toerben a? — a unb a? ■— ß negatiü, bagegen a? — y ac. 
^pojxtiü, folgliti^ toirb toieber u pofxtiD. U. f. to. 

9fu8 biefer änfammenflettung folgt leidet, menn man irgenb jtüei 
beliebige biefer ©ubfKtutionen für a? ^erauöl&ebt, ber oben im ße^r- 
fa|e auögefproc^ene ©d^luß. 

2) 69 feien unter ben SBurjetn ber ©leit^ung ii = aud^ gleid^e 
SBurjeln üor^anben, fo ba^ man ^at a ^ ß ^ y ^ 2c. 

3n biefem Satte tritt gegen ba^ Dbige nur ber Unterft^ieb ein, 
Saß menn j. 85. ß = y ifi, eö nid^t me^r möglid^ fein mirb, einen 
^mift^enmertf; jmift^en ß unb y für a? ju fubfHtuiren. 3m Uebrigen 
jgitt aber mieber ber obige ©d^Iuß, fobalb man nur (mie nad^ 
;§. 170 attgemein üblid^ ifl) gleid^e SBurjeln eben fo oft ala SBurieln 
jä^It, mie ber entfpret^enbe Factor beö erflen ©rabeö in u t)or:= 
Ijanbm ift. 

3) ge feien unter bm aBurjetn ber ©leid^ung ti = aud^ ima^ 
tflinäre SBurjeln Dorfjanben. 

Sflat^ §. 172 fönnen imaginäre SBurjeln in ber ©leit^ung ti = 
3iur paarmeife üorfommen, unb jmar unter ben formen p + ig 
unb p — iq. S)ie einem folt^en SBurjelpaare entfpred^enben 8fac:= 
toren beö erflen Orabeö, melt^e in bem ?fu9brudfe für u entsaften 
flnb, merben alfo 

(^ - P — « ?) (^ — P + «• 9) 
4inb ba^ ^robuct berfelben, metd^eö fu^ ft^reiben läßt 

{X - py + q- 

SGBittflcin'ö ®rem. gj^at^emotif 111. m 1. «f5t^. 15 
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if} jleta pofitiü, welchen recHeu Söertfj man anä^ für x fubjHtuircn 
mag. 35arau6 foföt, ba^ etma t?or[;anbene imaginäre 9Burjefu bie 
obigen ©d^füffe ni^t flören. 

g3eifpiel. Xcr 9(nabrucf 

u = x^ — 6iF — 9 

giebt für a? = ben SSertf) m = — 9, nnb für a? = 10 bm 
SBertfj w = + 931. 3)arana folgt, ba^ jmifcfjen nnb 10 min^ 
beftena eine SBnrjcI ber ®feicf)nng w = entf;alten fein mn^ (fiefje 
baa «eifpiel §. 181). 

?fnmerfnng. ®nbf}itnirt man für x bie beiben än^erftcn 
möglichen Sfßerttjc a? = -f- oo nnb a? == — oo, mobei §. 166 
anjnroenben ip, fo tann man [)ier ben am ©nbe bea §. 172 ge:= 
mad)ten ^ijhi^ reprobndren. 

§. 191. 

§liifgo6e» 3n einer gegebenen numcrifd)en ®Iei(^iina 
bie ganjen SBurjeln, tt?enn fie bereu enthält, ju finbeu 
nnb bie irrationalen SSiirjeln, tt?enn fie beren ent^ält^ 
jmifc^en jn?ei benadjbarte ganje 3ci^ten einjuf^Iiefen. 

9fnf[öfung. T)k gegebene ®Ieid)nng fei 

x"" + a.x''-' + a^x""^^ + ... + fl„ = 

in melc^er fämmtfit^e ßoefficienten afa ganjc 3a^Ien üoranagefe^t 
trerben bürfen. 3)ie linfe (Seite biefer ©teic^ung merbe, tt)ie bia^er^ 
mit u bejeid^net, fo ba^ man f;at 

9Birb biefer STnabrndf nac^ Sfnfeitnng ber §§. 100 nnb folg. mir 
baa allgemeine ®Iieb einer aritt;metifcf)en '^rogreffton ber nten Drb- 
nnng angefet;en, fo ergiebt jid^ baa folgenbe 9lec^nnngat?erfar;ren. 

1) SOlan fnbjtitnire für x ber 9lei[;e nacf) bie SBertfje 0, 1, 2, 
. . . «, betrachte bie [jeroorge^enben SBert^e oon u wie bie ©lieber 
einer ^rogreffion unb bifbe beren fuccefjioe 5!)ifferen5en Aw, A^ 2c. 
bia jn ber conflanten 3:)ifferen5 A^^w. J)iefe festere mn^ nac^ §. 102 
ben SfBertf; anne&men 

A"w = 1.2.3... n. 
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2) S3tnn fe^e bie fo ertjaltenc ^roßteffton mciter fort, fotüol;! 
burrf) 9(t)bitionen naä) üormärtS für bie 3nbice8 « + 1,^ + 2, 2c., 
ala aud) burc^ ©ubträctioneu nac^ rüdfmärtS für bie negativen 
Snbicea — 1, — 2, 2C. 

3) 3)iefe ??ortfe|ung breche man naä^ üortüärta ba ai, tüo bie 
5öertf)e u, ^u, A*w, 2c. fämmtlii^ pojttiü jtub, iinb nac^ rüdfiüärtS 
bei, rvo biefe 5Bert^e abtcec^felnbe SBorjeic^en be|i|en. Denn man 
überjeugt fid) feidjt, ba^ über biefe ©renjen f;inan8 ber Söertf) 
u = nid)t mef)r t?orfommen fann, bie gebatikten ©renjen alfo 
alle reellen SBnrjeln ber gegebenen ®[eid)nng jtrifd^en 
fic^ f äffen muffen. 

4) UeberaH, tüo man in ber fo entflanbenen Steige ber SBert^e 
Don u ert)ält ti = 0, ifl ber entfpred^enbe SBert^ t?on a? eine 
Sßurjel ber gegebenen ®Ieid)nng. 

5) Ueberaß, tüo in ber 9teif;e ber 2öertf;e Don u ein 5Bed^fel 
bea SSorjeic^ena eintritt, liegt jtüifc^en ben beiben entfpred^enben 
SBertben t?on a? jum minbeflen eine irrationale SBnrjel ber ge:= 
gebenen ©feic^nng. 

6) SDBenn anf biefe SBeife nii^t atte SBnrjeln ber gegebenen 
©lei^nng ftc^tbar werben, fo liegen enttreber mel^rere Sönrjeln na^e 
beifammen jtrift^en benfelben benachbarten ganjen 3ö^Ien, ober e8 
fmb gleiche SBurjefn üor^anben, ober bie fefjlenben SBurjeln finb 
imaginär. 

^Cie folgenben ©eifpiele mögen bie am [;änfigflen Dorfommenben 
Satte erläntern. 

aSeifpief 1. @a fei gegeben 

x^ _ 13a? - 12 = 0. 

©ubftitnirt man für x bie SBert^e 0, 1, 2, 3 nnb fe^t bie ent^ 
ftanbene ^rogrefjion baranf naä) üom)ärta nnb nac^ rüdftüärta 
lüeiter fort, fo erf;ält man baa fofgenbe ©i^ema: 



15* 



228 



9(na(9|l«. 



X 


u 


Ati 


AHi 


A»u 


— 4 


- 24 


+ 24 


• 




- 3 





+ 6 


— 18 


+ 8 


— 2 


+ 6 


— 6 


— 12 


+ 6 


— 1 





— 12 


- 6 


+ 6 





— 12 


— 12 





+ 6 


+ i 


- 24 


— 6 


+ 6 


+ 6 


+ 2 


30 


+ 6 


4- n 


+ 6 


+ 3 


- 24 


+ 24 


+ 18 


+ 6 


+ 4 





+ 48 


+ 24 




+ 5 


+ 48 









35iefe8 ©t^ema ijl, fotüeit e8 fjier gcfd^ric6en fiel;!, in fid^ t)off:= 
flänbig. ®cnu natf; ber (Seite ber pofttiüen a? jtnb bie SBertf;e üon 
fi, All, A'w, A'ti fämmtlid) pofititi, nämlic^ 

+ 48 +48 +24 +6 

unb nat^ ber (Seite ber negativen x \)(ibtn biefe SBert^e abroec^felnbe 
Sßorjeid^en, nämlit^ 

_ 24 +24 —18+6, 

folglich Idwxi über beibe ©renjen ^inau8 ber 3Bert^ ii = nid^t 
niel^r Dorfommen. Da8 (Sd^ema muß affo alle rcetten SBurjeln ber 
gegebenen ©leidjung in jtc^ faj[en. 

®er bloße STnblicf liefert §ier fofort bie brei ganjen SEBurjefn 
X =i — 3, X = — 1, a?= + 4, 
für meldte Söerttje w = wirb. 
83eif|}iel 2. ga fei gegeben 

ar' — 60? — 4 = 0. 

S)a8 Dorige SSerfa^ren liefert folgenbea in ftc^ Dottflänbige (S^ema: 
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X 


u 


All 


A»ii 


A'tt 


— 3 


— 13 


+ 13 






^ 2 





+ i 


— la 


+ e 


— 1 


+ 1 


— 5 


— 6 


+ « 





- 4 













— 5 




+ 6 


+ i 


— 9 


+ i 


+ 6 


+ 6 


+ ^ 


^ 8 


+ 13 


+ 12 




+ 3 


+ 5 









§ier l^at man rine ganjc aSBurjel a? = — 2, für meldten aSBcrtf; 
u = trirb. ?fu^crbcm ergiebt bie Steige ber SBert^e öon ti jtüei 
3eidbcntt)ec^fel, burtfj meldte irrationale SBurjeln angejrigt merben, 
bie eine berfelben liegt jtüift^en — 1 unb 0, bie anbere jtoifd^en 
+ 2 unb + 3. 

S3eifpiel 3. @8 fei gegeben 

a;» — 12a? — 16 = 0. 

"^a^ in fic^ Doffflänbige @^ema mirb folgenbeö: 



X 


u 


Ail 


A'ti 


A^M 


— 3 


— 7 


+ 7 






- a 





— 5 


— 12 


+ 6 


— 1 


— 5 


— 11 


— 6 


+ 6, 





— 16 


- 11 





+ 6 


+ i 


^ 27 


- 5 


+ 6 


+ 6 


+ a 


— 32 


+ 7 


+ 12 


+ 6 


+ 3 


- 25 


+ 25 


+ 18 


4-6 


+ * 





+ 49 


+ 24 




+ 5 


+ 49 
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§ier finben fxij jimäc^fl 5ie beibtn ganjen SBtirjeln x = — 2 
unb a? = + 4, für meldte Söertfje w = tüirb. SGßa8 bic fe^Ienbe 
britte SBurjcI betrifft, fo bemerfe man, ba^ bie SBert^e üon w für 
a? = — 3 unb a? = — 1 gleiche SSorjeidjen beft^en unb beSöalb 
in biefcm Snterüaff nur eine gerabc Sfnjrtt;! SBurjeln enthalten fein 
fann, unb ba au^erbem bie fefjlenbe britte SGßurjef nic^t irrational 
fein tann, fo folgt, ba^ bie ©leit^ung jmei gleidje Söurjefn, jebe 
= — 2, r;aben mu^. 

S5eifpiel 4. g6 fei gegeben 

a;8 — Cor — 9 = 0. 

3)aö in fit^ üollflänbige ©djema, melc^eS alle reellen SBurjeln biefer 
®Iei(f)ung in ftc^ fa^t,. wirb folgenbeö: 



X 


u 


Ati 


A*M 


A'u 


— 2 


5 


+ 1 






— i 


— 4 . 


— 5 


— 6 


+ 6 





— 9 


— 5 





+ 6 


+ 1 


— ^4 


+ 1 


+ 6 


+ 6 


+ 2 


— 13 




+ 12 








+ 13 


• 


+ 6 


+ 3 





+ 31 


+ 18 




+ 4 


+ 31 









§ier f;at man eine ganjc Söurjel x = + 3, für tüelcben SBert^ 
M = ifi, lDä[;renb anbere reelle SBurjeln burc^ bie 3lei[)C ber 
9Bertf;e üon u unmittelbar nic^t angejeigt werben. 3)ie beiben 
fel;Ienben SSBurjeln fönnen alfo, wenn fie reell ftnb, nur irrational 
fein unb liegen entweber nal;e beifammen jWifc^en benfetben benarf)- 
barten gaujen 3al;tcn ober ftnb gleiche Söurjelnj in beiben Fällen 
würbe man fie junäd^fi jWifc^en a? = — 2 nnb x = — \ ju 
fuc^en \)aitn unb ju bem S^tdt biefcä Sntertiatt nad^ §.113 weiter 
interpofiren. S)ie beiben fel;lenben SBurjeln fönnen aber aud) ima^ 
ginär fein, Wa8 ftdj burc^ ba^ S3erfabren beö §. 195 entf^eiben 
würbe. S8 bleibt in 5Baf)t, weldjen biefer beiben SBege man juerfi 
dnfc^tagen will. 
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Sfnmerfung. Die t)orfle[)euben SSeifpicte, üon fccnen bic 6rei 
festen fc^on im §. 183 Dorfommen, fmb mit ?fbft^t fo gcmä^ft, 
ba^ fie trenig Staum in Srnfprud^ nehmen, um bie Ueber|td)t nic^t 
jii erfc^treren 5 aber ba^ S3erfal;reu bfeibt amij in umfangreicheren 
Sfufgabcn unüeränbert baafelbe. ©ollten bie ßoefficienten ber ge- 
gebenen ©leid^ung brefc= ober me^rjifferige 3(^l)fen fein, fo fann eö 
jmedfmä^ig merben, juerfl für a? aBert[;e inie 0, 10, 20, ... iOn 
ju fubflituiren, um Dorfäufig ©renjen ber reeffen Sßurjetn fejtjU' 
ftcllen, unb üon ba bxixij 3nter|}oIation ju Heineren Snterüatten 
r;inabjuf}eigen. 

§. 192. 

SIufgaBe. 3n einer gegebenen numerifc^en ©tei^img 
eine irrationale SButiet, nad^bem biefetbc jtDif^en jtDei 
benachbarte ganje ^ai)Un eingefc^Ioffen ifl, angenähert ju 
beregnen. 

Sfuflöfung. S)iefe Sfufgabe ifl ibentifc^ mit bemjenigen befon- 
bereu Satte ber Snterpolation, iDeldjer im §. 112 be^anbelt trurbe 
unb unter bm üorliegenben SSebinguugen fid) geflaltet wie folgt. 

(Sa feien h unb ä + 1 bie beiben gaujen 3al)Ien, meft^e bie 
gefuc^te SBurjet jtrifc^en ftc^ einfdjlie^en. 3)ann muß man, um 
mit ber ^ejeicfcnung bea §. 112 in Uebereinflimmung ju bleiben, 
unter A + a? bie gefuc^te SBurjef oerfte[;en, fo ba^ x nur benjenigen 
ed)ten SSruc^ bejeic^net, melt^er ju ä abbirt bie üollftänbige SBurjel 
liefert. Sfußerbem f;at man im §. 112 [;ier Wa; = ju fe^en. 6ö 
lüirb alfo nac^ ber ©feic^ung (3) bafelbfl 

Wo 



X 



K .^ — 1a2 .(^ OC^— 2)a3 

Awo + — 2- A^Mo + ^^ ^^7^3 ■- A'wo + . . . 



tüeldje Sfuflöfung mit[)in unmittelbar (kw. biejenige beä oorigen ^a- 
ragrapl;en anfnüpft, inbem fie bie bort bereita enttoidfetten 3)iffe:= 
reujen toeiter benufet. 

9}on biefer Sfuflöfung ijt fo ©ebraud) ju machen, ba^ man auf 
ber redjten ©eite ber ©feic^ung juerfl a? = 1 ala erflen 9lä^erunga:= 
wertf) einfe^t, woburt^ ber 5yienner ftd) auf fein erftea ©lieb rebucirt. 
35en fo gefunbenen SBertf) oon x fubfHtuirt man wieberum a 
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btt te^tftt ®eite ber ®rei^ung, bm baiurc^ gefunbeneu SEBert^ 
abermald u., woburti^ man eine Steige Don SBert^en erhalten mirb, 
wel^e bem gefut^ten SEBert^e Don « fuccef[lt)e nä^er unb nä^er 
fotnmen. 
»eifpiel. Die ©lei^ung 

fl.» _ 6ar — 4 — 

Ijat nad^ bem zotigen Paragraphen eine irrattonale SEBurjel jmifd^eti 
+ 2 unb + 3. Um biefe ju berechnen, f)at man A t±= 2 ju ft^en 
unb, mit Slütfpc^t auf bie geänberte SSebeutung oon x, an^ btm 
©d^ema be6 öorigen Paragraphen ?5oIgenbe9 ju entnehmen: 



0! 


u 


Au 


A»B 


A'it 



1 

2 


— 8 
+ 5 


+ 13 

• • • 


+ 18 


+ 6 


3 


• • • 


• • • 







(Curd^ ginfefeung biefer SBerttje wirb ber Sfuöbrudf für « fot 
genber: 

" ^ 13 + --rl . 18 + (illililrXI' 

©ubjiituirt man hierin auf ber redeten ©eite juerfl a? = 1, fo 
erhält man 

* == ^ = OA 

©ubfKtuirt man wieber tiefen SBert^ auf ber rechten Seite, fo 
er^äft man 

burcö weitere ©ubfHtution biefeö SBert^ö 

8 



ferner ebertfo 



11,44 
8 



= 0,7 



^ = 10;69 = ^>^* 
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beeglcit^n 



8 



u. f. w. 



10,9876 



== 0,73 



alfo bia bal^in bxt gefut^te SEBurjet » + « = 2,73. 

S)ie Sfnnä^erung, welche biefc Slec^nung litfert, ifl nur eine 
äußer jt langfame, wie ber Sfugenfti^ein le^rt. gtmaö fd^netter mirb 
man [c^on jum 3iele fommen, fobafb man, wenn j. 83. x' unb a?" 
irgenb jwei auf einanber folgenbe Släfjerungömertfje bebeuten, für 
bie näc^fffolgenbe ©ubfHtution niijt bm tti^Un SBert^ a?", fonbern 
einen nac^ btn Umflänben getüä^ften ätüifti^enwert^ üon s' unb s" 
jum ©runbe liegt. 2Jtan fanri aber eine üiel fti^neffere Sfnnä^erung 
erhalten, menn man Don Dorn Ijerein bie gegebene ^rogrefjion an 
ber betreffenben ©teile burd^ bie 3a[)I 10 interpolirt unb bamit bie 
gefuc^te SSBurjel jiüifd^en jwci 9lad)barwert^e einfc^Iieft, tüelc^e nur 
um 0,1 Don einanber Derfdjieben jinb. S)er SBergleiiJ^ung »egen 
foß aud^ biefe Sled^nung ^ier not^ burd^gefü^rt werben. 

SBenn man naij §.113 baQ SnterDatt jmift^en iF = 4-2 unb 
ar = + 3 an& bem SSeifpiel 2 beö Dorigen Paragraphen burt^ bie 
3a^I 10 interjJoBrt, fo er^äft man: 



s 


u 


6ti 


8«ji 


ß^ei 


2,0 


— 8,000 


0,661 






2,1 


- 7,339 


0,787 


0,126 


0,006 


2,2 


— 6,552 


• 

0,919 


0,132 


0,006 


2,3 


^ 5,633 


1,057 


0,138 


0,006 


2,4 


— 4,576 


1,201 


0,144 


0,006 


2,5 


— 3,375 


1,351 


0,150 


0,006 


2,6 


— 2,024 




0,156 








1.507 






0,006 


2,7 


— 0,517 


1,669 


0,162 


0,006 


2,8 


+ 1,152 


1,837 


0,168 


0,006 


2,9 


+ 2,989 


2,011 


0,174 




3,0 


+ 5,000 
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^itmaä) liegt bie gcfudjte SBiirjel jirif^en 2,7 unb 2,8. ®e|t 
man mm biefc SBurjel = 2,7 + 0,1 x, mo a? wieber eine anbete 
Sebeutung Ijat al8 üor[;in, fo l^at man mit Slüdffii^t ^ieranf au8 
bem üorjterjenben ©c^ema güIgcnbeS jn entneljmen: 



a? 


1/ 


8u 


8«« 


b^u 





0.517 


1,669 






1 


+ 1,152 


• • • • 


0,168 


0,006 


2 


• • • • 




• • • • 




3 


• • • • 


• • • • 

















unb burc^ ©infe^ung biefer SBert^e trirb, inbem je^t 8 für A ju 
nehmen ifl, ber ?fu8brucf für x fofgenber: 

0,517 



X 



1,669+^^. 0,168 + ^=4:?"^-^- ^'0^6 



©ubftituirt man t;ierin auf ber redeten (Seite jucrft a? = 1, fo 
erljäft man 

0,517 

^ = r;669 = ^'^^• 

©ubfiituirt man n^ieber biefen SBert^ auf ber redeten ©eite, fo 
trt)ält man 

0,517 



tmb burd) weitere ©ubftitntion biefe8 SBertf^a 

- = i;ÄlS95 = 0^320508 

alfo ijl bis batjin bie gefud^te Söurjel 2,7 + 0,1 o? = 2,7320508, 
einfd)Iie5Iid) ber legten ©teile genau. 

®er eigentliche ^ri'ifftein für bie 9liittigfeit ber g?funbenen SBnrjel 
befrefjt barin, bii% trenn man bie Släfjerung um einen ®^ritt 
tüeiter fortfe^t, ba^ näc^ftfolgenbe 3tefultat in eben foüiet ©ecimat- 
pellen, mie man ridjtig fjaben tDill, mit bem ft^on gefunbenen über^ 
einfiimmen mu^. 
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$dl)rrf ®lrtd|ungen mit mrljrerrn Ünbfhanntrn. 

§.. 193. 

©rfförung. Unter einer ^ öderen ©lel^ung mit 
mehreren Unbekannten i;er1let;t ntan eine ©teic^iing, 
njel^e entfielt, inbem ein auö (SJliebern, ttjel^e ^robucte 
t?on Unbekannten entsaften, gebitoeter Stuöbrurf gtei^ 9lutt 
gefefet mirb. 

S)ie größte 9(nja^I unbekannter Sactoren, ttjet^e in einem 
©ticbe enthalten ifl, beflimmt btn ®rab ber ©teic^iing. 

®o mirb eine ©feic^ung beö jmeiten ®rabe8 mit jmei Unbefann- 
tm ^öd)fien8 bie ^robncte enthalten x^, xy, y^j eine ©leit^uug 
be8 britten @rabe8 mit jtüei Unbefannten ^ö^flenS bie ^robuctc 
x^, a?*y, a?y*, y^^ eine ©leid^nng be6 jireiten @rabe6 mit brei Un^ 
bef annten ^ödjflenö bie ^robucte x^, xy, y^, xz, yz, z* jc.^ mo 
X, y, z bie Unbefannten ftnb. 

6ine ©feic^ung beö jmeitcn ®rabc8 mit jirei Unbefannten bat, 
menn fte üottflänbig \% bie ©efialt 

aa?* -[- bxy -\- cy^ -\- dx -\' ey -\- f ^=^ 

mo a, h, c, d, e, f gegebene befannte B^bl^'^ bebeuten. Sbenfo in 
anberen ??ä(Ien. 

§. 194. 

Slufga6e. Sfu6 jmei gegebenen ^ö^eren ©teic^ungen mit 
mehreren Unbefannten eine Unbefannte ju etiminiren. 

9fnflöfnng. (S8 bleiben [jier biefelben brei ßliminationö^ 
gjlet[;oben gültig, treldje fid^ im §. 123 ber 2fritbmetif für ©lei:^ 
jungen Dom erjlen ©rabe entmidfett jrnben. 9lur mu^ nod) eine 
not^tüenbige (grgänjung für ben ^aU binjutreten, tro bie beiben 
gegebenen ©feic^nngen gleid^^eitig mehrere ^otenjen ber ju cfimi^ 
nirenben Unbefannten enthalten unb ntitfjin baa gemöbnficbe 5ßer::= 
fahren nur in feftenen ?5äIIen anmenbbar ift. Siefe Srgänjung ift 
fofgenbe. 

®ie beiben gegebenen ©fcid^ungen feien, in S3ejug auf bie ju 
elimitürenbe Unbefannte x gcorbnet 

^0^" + ^i^"-* + ... Ä^_,x + ^^ = 
Box"" + B.x''-' + ... B^_,x + ^„ = 
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mo bie Kocfpcienten ^0,^1 k., jP©, ^1 k. fo gu üerjit^en jinb, 
baj^ pe niijt nur befannte 3a^Ien, fonbern an6) bie aufer a? no(^ 
tjor^anbenen übrigen Unbefannten in fxä) enthalten, ferner fei 
m > « ober mä) « = «. 

Um aus biefen beiben ©leiti^unflen a? ju eliminiren, muf man 
^ij -bie Sfufgabe fleffen, bie ^otenjen Don s, ton ber ^bd^flen an^ 
ßefangen, einjeln eine naä) ber anberen ju efiminiren. 9Wan muß 
alfo junädjfl batjin trad^ten, ba^ man jmei ©feic^ungen erhält, 
melti^e in ffiejug auf a? t^öc^ffenS tom (m— l)ten ®rabe jinb. 3u 
bem &\bt multiplicire man 1) bie erjh ©leiti^ung mit Bq nnb bie 
jroeite ©leidjung mit Jo^"*""" u"b fubtra^ire barauf beibe ©lei:^ 
(jungen. S)ann tüirb ba^ erfle ®Iieb üerft^minben unb man er^äft 
eine ©leid^ung, meiere in SScjug auf a? üom (m— l)ten ®rabe ijl. 
gemer multiplicirc man 2) bie erfh ©teid^ung mit B^ unb bie 
jmeite ©leiAung mit A^ unb fubtrabire mieber beibe ©leit^ungen. 
35ann tüirb baQ fe^te ®Iieb üerfc^minben unb man erl^ält eine 
©leid^ung, wel^e burc^ x tl;eilbar unb mithin, nad^ ber 35it)ijton 
burc^ iT, gfeic^faKö in SSejug auf x oom (m— l)ten ®rabe ifl. 

5ruf bie fo gefunbenen beiben ®Ieid)ungen n^tnbt man baöfelbe 
83erfa^ren üon neuem an, um jmei ®[eic^ungen ^erjujletten, ttjeli^e 
in SSejug auf x. ^ötfiflenö t>om (m — 2) ttn ®rabe ftnb u. f. n?., 
bis man ju jtrei ®fei^ungen gelangt, welche nur nod^ bie erffe 
^Dteuj oon x enthalten unb auf geirö^nlic^e SBeife be^anbeft 
ttjerben Wnnen. 

©ne Sfbfürjung läßt biefe6 SSerfa^ren in bem Satte ju, tüo 
m^n ifl. J)enn fo lange m — 1, m — 2 2c. noc^ nit^t Heiner als 
n gemorben fmb, fjat man nur nöttjig, auö ben jebeömal üorliegens^ 
btn beiben ®[ei^ungen eine neue ®leid)ung burc^ 6Kmination 
abzuleiten, bie man fobann mit ber jmeiten gegebenen ®leu!^ung 
jufammennimmt, um au8 beiben »eiter ju eliminiren. (£6 ifl jebo^ 
in ber Siegel jiüedfmäßig, biefer Sfbfürjung ftc^ nid^t ju bebienen^ 
weil man fo eine größere Sfuamabl t)on ®leid^ungen erhält, aua 
btmn man jur roeiteren Elimination bie einfad^flen Ijerauö^eben fann. 

S5eifj)iel. Sa fei ar ju eliminiren auS ben beiben ©leiti^ungen 

ar'y _ 3 ar + 1 = (1) 

^'(y-1) + ^ - 2 = 0. (2) 
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SMan muftijjßcire (1) mit y — 1 unb (2) mit xy. ']S:ianxi folgt 
hnxij ©ubtraction 

x'y + ^ (y - 3) - (y - 1) = 0. (3) 

2Jlan muttiplicire (1) mit 2 unb (2) mit 1. 2)ann fofflt burct) 
Sfbbition unb nac^bem man burt^ x biöibirt \)ai 

2x'y + ar(y-l) - 5 = 0. (4) 

ajlan muftiplicirc (3) mit 2 unb (4) mit I. "Sxxnw folgt burc^ 
©ubtraction 

^ (y - 5) ~ (2y - 7) = 0. (5) 

2Jlan multitjliclre (3) mit 5 unb (4) mit y — I. 3)ann folgt 
burc^ ©ubtraction wnh nad)bcm man burc^ x biüibirt t;at 

^y (2y - 7) + y» - 7y + 16 = 0. (6) 

ajlan multiplicire enbüc^ (5) mity (2y — 7) unb (6) mit y — 5. 

®ann folgt burc^ ©ubtraction unb \\Ci6;)htm man burii^ 5 bioibirt 

^at 

f - 8y' + 20y - 16 = (7) 

tüt\i)t @Ici(^ung bab 3lefultat ber ©timination ifl. 

Die meitere ?fuflöfung ergiebt fu^ nad) bcn früheren JUcgefn. 
Die®tci(^ung (7) üefert bie brei 3öurjcln 2, 2, 4, unb fubftituirt 
man biefefben für y in (5), fo erhält man für x bic brei SBcrttje 

1,1,-1. 

SJtan ttJirb übrigens bemerfen, ba^ in biefem 83eifpiefe bie Sfuf- 
löfung einfacher ausgefallen märe, menn man au9 ben Oteic^ungen 
(1) unb (2) juerjl y efiminirt ^ätte, ba biefe ©feic^ungen in 83ejug 
üuf y nur t)om erjlen ®rabe fuib. 

§. 195. 

SlufgoBe. 3n einer gegebenen ^ö^eren ©leic^ung mit 
@iner Unbefanntcn bie imaginären SBurieln, ttjenn jte 
i)eren enthält, ju flnben. 

Sfuftöfung. SJlan fubfHtuire für bie Unbefannte x in ber 
gegebenen ©leid^ung ben Sfuöbrutf x + iy. Sftebann jerfädt bie 
©leid^ung in einen reellen unb einen rein imaginären %^t\{, unb 
it%t man jeben berfefben für ftc^ glei^ §Hutt, fo erhält man jirei 



238 Slnotippe. 

©leit^uugen mit jirei Uubefmintcn, üon beneu man nur bic reellen 
SBurjeln ju fuc^en nöt[)ig [}at. 

SSeifpief. Um bie imaginären SBurjefn ber ©leid^ung 

x' -^ 6x — 9 =^ (1) 

JU finben, fubfHtuire man x + iy für x, fo ba^ man er[;ält 

{^ + iyy - 6 (a^ + iy)-9 = 0. (2) 

X)iefe ®feid)ung jerfädt burc^ Trennung btB reellen unb bea rein 
imaginären Sfjeifa in bie beiben ®feief}ungen 

^' — 30?/ — 60: — 9 = (3) 

3^'y - y' - 6y = 0. (4) 

3)a y nicl)t = fein fann, fo barf man bie le^te ©leid^nng 
burd} y biüibiren, moburd) man erfjäft 

Bor« — y* — 6 = 0. (5) 

J)ie ©Ümination t?on y au8 (3) unb (5) giebt 

^'-|^ + 1 = (6) 

3 

meiere ©leic^ung bie reelle Söurjef a? == — -^ ^at, beren ©infefeung 

«in (5) liefert y = ± y ^^ ®^^ gegebene ©feid^ung (1) i)at 
alfo ba6 imaginäre SBurjelpaar 
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